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INTRODUCTION.

Les travaux présentés ici se situent dans le contexte général suivant -

Comment les propriétés géométriques d'une variété M infuent-elles sur sa ftopologie?-

A titre d’'exemple, l'existence de champs de vecteurs sans singularités sur une variété
impose la mullité de V'invariant d'Euler-Poincaré de cette variété. La théorie de Morse, qui
généralise |'exemple précédent, met en évidence I'importance des deux notions suivantes -

- La catégorie de Lusternick-Schnirelmann de M.

- L'homologie de l'espace des lacets IM de la variété M.

Les méthodes utilisées dans ce travail sont celles de I'homologie différentielle. On peut
les désigner plus précisément par I'appellation paradoxale de “homotopie *
rationnelle mod p*% qui en résume i la fois,

- Vorigine : théorie de I'homotopie rationnelle au sens de Quillen et Sullivan,

- I'objet = structure d’algébre de H,({2X) sans avoir recours aux opérations de Steenrod,
mais en adaptant et généralisant les techniques d’une part de l’algébre locale, d'autre part
de I'étude classique des H-espaces finis.

Le point de départ de ce travail est la construction de Spivak qui caractérise les espaces
a dualité de Poincaré. Rappelons de quoi il s’agit,

Un espace topologique X (ou bien I’algébre de cohomologie H*(X;Z)) satisfait la
dualité de Poincaré si pour un certain entier n > 0, ‘

(i) Hi(X;2)=0,i> n, H,(X;Z)=Z.
(i) Si w est un générateur de H.(X;7Z), alors,

Nw : HY(X;Z) — Hoi(X; Z)

est un isomorphisme pour tout k > 0.

La dualité de Poincaré joue un réle important dans certains problémes de classifications
en géométrie puisque
1- les m-variétés topologiques fermées et orientées,

2- les H-espaces finis.

sont & dualité de Poincaré et :

3- pour toute fibration F — E — B ou les espaces F, E et B ont le type d’homotopie,
de CW-complexes finis, ’espace E est 4 dualité de Poincaré si et seulement si les espaces
F et B le sont.;

Ces propriétés sont & la base de I'étude des actions libres d'un groupe sur un espace
& dualité de Poincaré ainsi que des travaux de Thom sur le cobordisme et la chirurgie
développée par Browder, Novikov, Sullivan et Wall.

Comme I'a remarqué A. Grothendieck pour les besoins de la géométrie algébrique, la
notion d'espace & dualité de Poincaré se transcrit algébriquement pour donner la notion
d’anneau de Gorenstein. Y. Félix, S. Halperin et J. C. Thomas ([6]) ont étendu la notion
d'espace & dualité de Poincaré aux espaces qui ne sont pas nécessairement de dimension
finie. Pour cela il reprennent d'abord la construction de Spivak :

Soit X un CW-complexe fini simplement connexe plongé dans un espace R™. On note
N un voisinage régulier de X dans R™ tel que X soit un rétract par déformation de V.
Soit Fx la fibre homotopique de l'inclusion 8N «» N. L'espace Fx est, & suspension pres,
un invariant homotopique et Spivak a démontré (21] que X “est un complexe de Poincaré.
si et seulement si Fx a le type d’homotopie d'une sphére.




IIs observent, d’une part, si /K est un anneau commutatif, alors:
H.(Fx; K) = Extcs(x.p0 (K, C° (X, K));

ou Ext désigne le “Ext différentiel” défini par J. Moore (Sem. Cartan 1960), d’autre
part ce K-module gradué Extc-(xx)(/,C*(.X, K)) est un invariant homotoplque' qui a
toujours un sens, sans restriction sur la dimension de X. II est appelé la fibre v.‘nr'tuetle
de Spivak de X (X désigne un CW complexe de type fini l-connexe non nécessairement
de dimension finie.) o, C.

L'intérét de cet invariant apparait dans la formule de dualité suivante qui relie les
chaines sur X aux cochaines surX: ([6])

Exte.(x 1) (K, C* (X, K)) = Extc, @y, (K, C.(QX, K)).

Une premitre application de cette formule de dualité est: Si cat.X < oo et si i = F,,
alors les conditions suivantes sont équivalentes:

l) dimExtc~(nx'K)(K, C.(Q.\’, E\-)) = 1.

ii) H'(X,IK) est de dimension finie et satisfait la dualité de Poincaré,

Par analogie, avec la théorie classique des anneaux locaux, nous avons les définitions
swivantes : Si R est une algtbre graduée connexe sur I'anneau JK, alors

a) R est de Gorenstein si dimExtg(/, R) = 1,

b) profR = inf{n|Ext} (K, R) # 0},

¢) gldimR = sup{n|Ext}(K, K) # 0}.

Ces invariants de nature algébrique sont reliés a la topologie de X par le résultat
fondamental suivant :

Si K est un corps quelconque, alors

i) prof H,(QX; K) < catX.

ii) Si profH.(QX; K) = catX alors gldimH.(QX; K) = profH.(QX; K) .

Ce théoréme met en évidence Vintérét d'un théoréme de structure des algébres de Hopf
cocommutatives connexes de profondeur ou de dimension globale finie ([4, Th Q).

Soit G une algébre de Hopf graduée connexe de profondeur finie sur un corps K, alors

i) la réunion R de toutes les sous algébres de Hopf normales résolubles de G est une
sous algébre normale nilpotente (R est appelé le radical de G ),

i) R est une algébre de Gorenstein qui est finiment engendrée,

i) si IK est un corps parfait, le gradué associé a la suite centrale descendante de
R est isomorphe en tant qu'algébre, au produit tensoriel d'une algébre de polyndémes a
m-variables, m = profG, et d’une algébre de dimension finie.

Une des conséquences de ce dernier résultat est une généralisation des théoremes de
Serre ([20]) et Umeda sur I'existence d’une infinité de groupes d’homotopie non nuls
pour une large classe d’espaces. J. Lannes et L. Schwartz ([16]) ont obtenu une autre
généralisation du résutat de Serre qui recouvre partiellement ce résultat.

Il résulte aussi, du théoréme précédent qu'une algébre de Hopf résoluble de profondeur
finie est & croissance polynémiale ([7)).

Un espace vectoriel gradué E = ®i>o Ei posséde une croissance polynomiale s'il existe
des constantes C >0 et r € N telles que >°3dimE; < Cn", n > 1.

Réciproquement, ([8]): Soit G une algébre de Hopf gradude connexe de profondeur finie
sur un corps. Si G posséde une croissance polynémiale alors G est résoluble.
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Une conséquence immeédiate des résultats précédents est alors : si catX < co et si
H.(2X,K) posséde une croissance polynémiale alors H*(X, K) est de dimension finie et
posséde la dualité de Poincaré.

L’hypothése de croissance polynéomiale sur H,(Q2X,K) est donc tres restrictive.

Par analogie avec le cas rationnel, ol la dichotomie entre espaces elliptiques et
hyperboliques a été complétement établie, ({10], {3]), nous avons les définitions suivantes :

Une algébre de Hopf elliptique est une algébre de Hopf nilpotente et finiment engendrée
(en tant qu'algébre). Une telle algtbre de Hopf est de profondeur finie et posseéde une
croissance polynomiale. La réciproque est aussi vraie. Lorsque K =@ l'algébre de Hopf
H =UL est elliptique si et seulement si 'algébre de Lie L est de dimension finie.

Un espace X est dit K-elliptique si la L.S.catégorie de X est finie et si H,(QX; K)
est une algebre de Hopf elliptique.

Par exemple, les groupes de Lie, les espaces homogénes, l-connexes compacts, les
hypersurfaces de Dupin,... sont elliptiques. De nombreuses propriétés de ces espaces ont
été établies par Y. Félix, S. Halperin et J-C. Thomas et quelques uns de leurs étudiants :
L. Bisiaux (2] , H. Gammelin [11], A. Murillo (17, 18] ,... . Ces résultats ont conduit a la
résolution de problemes géométriques concernant, les espaces de configurations, les espaces
de lacets libres ou les actions de groupes. Signalons dans ce dernier cas la conjecture du
rang torique, posée par S. Halperin, qui a été résolue pour les actions de codimension < 6

(en particulier, les variétés de dimensions < 10) et des espaces hyperelliptiques considérés
par M.R. Hilali ([15}).

Notre travail, qui s’inscrit dans la suite de ceux présentés ci-dessus, a pour finalité la
caractérisation et 1'étude des propriétés des espaces a dualité de Poincaré.

Lorsque le corps JK est de caractéristique zéro nous utilisons la théorie des modéles
minimaux développée dans le cas rationnel par D. Quillen ([19]) et D. Sullivan ({22]).

Lorsque le corps JK est de caractéristique p, un nombre premier tel que p > E‘i'f_‘—x, et

X un CW-complexe r-connexe de type fini (r > 1), nous utilisons les travaux de D. Anick

([1]) et S. Halperin ([13]). Dans la suite nous nous référerons a ce cas en écrivant que X
est dans le domaine d’Anick (cf. §2.1).

Le sujet de notre travail est divisé en trois parties :

e Dimension globale et classe fondamentale d’un espace.

e Sur la conjecture de l'omnibus.

e Espace pur défini par une tour de Postnikov.

Dans la premiére partie, nous exhibons une caractérisation des espaces JK-elliptiques
tels que gldim(H.(QX; K)) < oo. Cette question est particulierement intéressante puisque
contrairement i ce qui était conjecturé, 'analogue gradué du théoréme de Serre-Auslander-
Buchsbaum est faux ([9]): il existe une algébre de Hopf de croissance polynémiale et de
globale dimension finie qui n'est pas linéairement isomorphe a une algébre de polynomes.

En utilisant l'invariant de Toomer eg(X) (§ 2.2), nous prolongeons le résultat de L.
Bisiaux ([2]) en montrant :




Théoréme A. [§ 2.3 Prop. 23.1] Si H'(X;K) est une algébre & dualité de Poincaré,
alors, gldim(H,(QX; IK)) est finie si et seulement si ex(X) = prof(H,(QX; K)).

Dans le cas particulier o X est dans le domaine d’'Anick, une autre caractérisation

des espaces IK- elliptiques de dimensions globales finies est obtenue a l’aide de la classe
fondamentale de X.
Théorgme B.[§ 2.3 Prop. 2.3.2] Soit S un CW-compleze r-conneze de type fini K-
elliptique, dans le domaine d’Anick, alors, prof(H.(QS;K)) = ek (S) si et seulement si
prof(H,(QS; K)) est égal au plus grand entier p tel que ['image de la classe fondamentale
dans le terme Eo de sa suite spectrale de Milnor-Moore, est représentée par un cocycle
homogéne de longueur p.

L'utilisation de cette caractérisation est rendue facile par l'intermédiaire du modéle pur

associé au modéle de X et du résultat de A. Murillo (cf. [17]) qui fournit une expression
de la classe fondamentale d’un espace admettant un modéle minimal pur. Dans le cas
d'un modéle quelconque nous avons introduit une suite spectrale qui généralise & la fois
la spectrale impaire de S. Halperin ([12]) et celle construite par A. Murillo ([18]). Nous
'appelons la suite spectrale impaire-Ext-version. Ceci nous permet d’établir :
Théoreme C.[§2.4Th.2.4.4] Soit S un CW-compleze r-conneze IK -elliptique, dans le domaine
d’Anick et tel que gldim(H.(2S; K)) < oo, alors, les images dans les termes E des suites
spectrales de Milnor-Moore, des classes fondamentales de S et de son pur associé admettent
un meéme représentant.

Comme application de ces différentes caractérisations, nous donnons au §2.8 des exemples
d'espaces X pour lesquels gldim(H.(QX;IK)) est finie et d’autres pour lesquels celle-ci
est infinie.

Nous terminons enfin cette partie en traitant certaines questions devenues naturelles
suite aux travaux de S. Halperin, J.M. Lemaire et d’autres sur les attachements inertes
et paresseux (cf. [14] par exemple). Nous montrons:

Théoréme D. [§2.7,Th.2.7.2] Soit X un CW-compleze 1-conneze de type fini vérifiant
l'une des hypothéses suivantes: .

(i): Valgbre H.(QX;K) est noetherienne et 2 < gldim(H.(QS; K)) < oo,

(ii): X est IK-elliptique et 2 < prof (H.(QX; K)).

Alors H,(QX;IK) ne contient aucun élément inert.

L'objet de la deuxiéme partie de ce travail est la conjecture suivante qui est issue
(sous des versions différentes) des techniques utilisées dans [10] et [23] :
Conjecture. ( dite de I'omnibus): Si dimH"™"(X;Fp) < oo et H, (QX;F,) est une algébre
de Hopf elliptique, alors V'algébre H*(X; F,) satisfait la dualité de Poincaré.

Tout d’'abord nous montrons :
Théoréeme E. [Chap. 3, Th. A] La conjecture est vraie, sous l'une des conditions
. suzvantes .
(i): pour tout espace p-formel lorsque p désigne un nombre premier impair.
(ii): pour tout espace @-faiblement formel. En particulier pour tout espace Q-formel.
(iii): pour tout espace rationnellement quasi-fini.
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Dans un second temps nous considérons un type de fibrations pour lesquelles 1'espace
total vérifie la conjecture, et dont la fibre posstéde des comportements tres différents suivant
la caractéristique du corps.

Théoréme F. [Chap. 3, Th. B] Soient K un corps et (F): F — X & K, une fibration
telle que K est un produit fini d'espaces d'Eilenberg-MacLane, K = [[; K(JK,21i), et pour
laquelle dimHP*"(X; IK) < oco. Alors,

a) st K =Q, dimH"(F;@) < co <= dimH*(X;Q) < o0,

b) si IK =Fp,, p>2, si X est p-formel et si H.(QX;F,) est une algébre de Hopf elliptique
alors, pour l'action d’holonomie de QK sur F, H*(F;F,) est un A-module libre ol A est
une sous-algébre de H,(QK;F,) telle que H,(QK;F,) = A®H et dimH < co.

Dans la troisiéme partie nous revenons a l’étude des espaces purs. Rappelons qu’un
espace topologique 1-connexe X admet un unique (& isomorphisme prées) modele de Sullivan
(sur les rationnels), noté My. A ce modeéle est associé, de maniére purement algébrique, son
modéle pur (§ 1.2.2 Def. 1.2.10), noté My. C’est un invariant de I’homotopie rationnelle
de l'espace X. Rappelons aussi que la théorie de D. Sullivan permet d’associer a toute
algébre différentielle graduée commutative 1-connexe sur @, (A,d), un espace topologique
1-connexe appelé réalisation géométrique et notée |(A,d)]. De plus X — |Mx| est une
(D-localisation de l'espace X.

La réalisation géométrique est obtenue par composition de deux foncteurs, le premier
étant celui de D. Sullivan qui associe & toute algébre différentielle graduée commutative un
ensemble simplicial et le deuxiéme, dii & J. W. Milnor est celui permettant de construire
un CW-complexe & partir d’'un ensemble simplicial ([5 § 17] pour plus de détails).

En explicitant [es relations entre le modéle minimal d'un espace et la tour de Postnikov
de son rationnalisé, en colaboration avec Mme Nazha El Adnani, nous obtenons une
réalisation géométrique explicite du modele pur My, notée X et appelée [’espace pur
associé @ X. En un certain sens X est une approximation du rationalisé X de X.
Proposition [§ 4.2 Th. 4.2.4] Soit X un CW-compleze, rationnel, simplement connezxe, de
type fint, alors l'espace X est & homotopie prés lespace total d’une fibration de la forme

HmK(W2m+1(-X)r 2m + 1) - X - HﬂK(ﬂ'Zﬂ(X)v 2”’)

Dans le cas oi X est supposé dans le domaine d'Anick (cf. §2.1), son modele de
Sullivan (AW,d) sur le corps IF, (cf. (13]) possede aussi un modéle pur (AW,d;). Par
contre dans ce cadre plus général il n'existe pas de réalisation géométrique des modéles.
Toutefois en nous inspirant du cas rationnel, nous construisons un espace pur X associé
au p-localisé X, de l'espace X.

Théoreme G. (§ 4.3 Th. 4.3.2] Soit X un CW-compleze, simplement connese, alors
I’espace X(J,) est @ homotopie prés l'espace total de la fibration

I, K (Tamar (Xig))» 2m + 1) = Xy 2 T K (120 (X(y), 20).

Il en résulte la reformulation suivante du théoréeme C dans le cas rationnel:
Théoréeme C’ Soit X un’espace r conneze et §)-elliptique. :
Si gldim(H,(QX;@)) < oo, alors, les images des classes fondamentales de X et de X dans
les termes E,, de leurs suites spectarles de Milnor-Moore a.dmettent un méme représentant.
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Chapitre 1. Rappels

1.1 Préliminaire algébrique

Dans cette section nous supposons que R est un anneau commutatif de car-
actéristique # 2. Le degré d’un élément homogéne T est noté |z|. Les références citées
avec les titres des sections sont choisies parmis d’autres ( cf. Bibliographie) parce que,
Primo [FHT}] contient les principaux résultats relévants de I’homotopie rationnelle
avec des démontrations détaillées. Secondo [GDW], [GM] et [H,] donnent des résumés
des notions utilisées. Tertio, les résultats de [HS] et [An] ne sont pas démontrés dans
aucunes des références précédentes.

1.1.1 R-module gradué ([FHT])

Un R-module gradué est une famille M = {M;};cz de R-modules.

Une application linéaire de degré p entre deux R-modules gradués M et N est une
famille d’applications R-linéaires f; : M; — N; (i € Z) telle que |fi(m)| = |m| + p.
Nous notons

Hom% (M,N) = @ Homg(M;, Nyyp)
i=0
I'ensemble de telles applications. Si en plus M est muni d'une différentielle d : M; —
M;x+1; i.e. une application R-linéaire de degrée 1 vérifiant d> = dod = 0, alors (M, d)
est un R-module différentiel gradué (R-mdg en abrégé). C'est un complexe, de chaines
si |d| = —1 et de cochaines si |d| = +1. Son homologie H(M) = Ker(d)/Im(d) est
aussi un R-module gradué. :

La suspension d’'un R-mdg M est par définition le R-module gradué sM muni
des isomorphismes s : M; = (sM)iy1, Vi € Z et de la différentielle d définie par
d(sz) = —s(dz),Vz € M;.

Soient (M,d) et (V,d) deux R-mdg. Le R-mg

p=00

Homg(M,N) = @@ Hom% (M, N)
p=0

est un R-mdg pour la différentelle D définie par:
D(f) =dwo [ = (-1 fodur.
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En particulier le dual Homgp (M, R) de (M, d) a pour différentielle D telle que D(f) =
(=1)MI* fody,.

Soit maintenant (M,d) un R-mdg & gauche et (N,d) un R-mdg & droite, leur
produit tensoriel M ®g N, gradué par:

(1\/[ On N), = @ (I‘V[j Or Nk)

< jk=i
et muni de la différentielle d définie par:
d(z ® y) = du(z) ®y + (—-1)"'z ® dw(y),
est un R-mdg.

Dans toute la suite, les notations Homg (M, N) et M ®r N sont remplacées par
Hom(— ,— ) et — ® — respectivement. Les R-modules gradués sont aussi con-
sidérés comme des R-mdg avec la différentielle nulle. D’autre part les R-mdg avec une
graduation superieure sont obtenus avec la convention M* = M_;.

1.1.2 R-algébre graduée([FHT\])

Une R-algébre graduée (ag en abrégé) est un R-module gradué muni d’une famille de
morphismes (i.e: applications linéaires de degrées zéro), ;; : A; ® A; — A;;; appelée
produit sur A. Ce produit est supposé étre associatif, avec unité n(1) = 14 € Ag; ol
n: R — A est un morphisme de R-mdg (R. étant graduée par: Ry =R et Ry =0 Vi >
1). Si
Va,a' € A, aa' = (1)1,
l'algébre A est dite commutative et si Ay = R est dite connere. Un morphisme entre
deux ag A et B est un morphisme de R-modules gradués ¢ : A — B qui préserve les

produits et les unités.

Sie: A — R est un morphisme d’algébres graduées, A est dit augmentée par e.
Quand I’ag augmentée A est muni d’une différentielle d telle que:

v,y € A, d(zy) =d(z)y + (—1)"zd(y),

et € commute avec les différentielles, (A,d) devient une algébre différen-
tielle graduée (adg en abrégé) augmentée. Il s'ensuit que Imn(d) est un idéal de la
sous algébre graduée Ker(d). D'ou H(A,d) = Ker(d)/Im(d) posséde une structure
d’algébre graduée. Si H°(A,d) = R I'adg A est dite c-conneze.




Exemple 1.1,1 Soit (V,d) un R-module différentiel gradué. L'algébre tensorielle sur
(V,d) est I'algebre libre

T(V) = éT‘(V) = @ o

i=0
munie de la dérivation d de degré +1 induite par d et telle que dod = 0.

Exemple 1.1.2 L'adg commutative libre (AV,d) est I'algébre quotient
T(V)/(v®w - (-1)""w @ v).

Cette algebre est graduée par A'V = n(T*(V)); ou 7 : T(V) — A(V) désigne la
projection canonique. Si (W, d) est un autre R-mdg, alors,

AV @ W) = AV ® AW,

Module différentiel gradué sur une algébre

Un module différentiel gradué sur une adg (A, d) est un R-mdg (M, d) muni d'une
application R-linéaire ¢ : A® M — M, notée p(a ® m) = am et telle que

(aa’ym = ala'm), Im=m et d(am) = (da)m + (—1)!%a(dm).

Une application linéaire de degré p entre (A, d)-modules différentiels gradués est un
élément f € HomP(M,N) tel que

flam) = (=1)Nla f(m).

L'’ensemble de ces applications, noté Homa (M, N) admet une structure de (A, d)-mdg
pour la différentielle D définie ultérieurement sur Hom(M, N). Soit d'autre part (Q, d)
(resp. (M,d)) un (A,d)-mdg & gauche (resp. a droite). Leur produit tensoriel sur A
est le complexe quotient

Qe M= Q®kf/(qa®m—q®am),
Muni de la différentielle d déja définie sur @ ® M, il devient un (A, d)-mdg.

Une équivalence de chaines entre deux A-mdg (M, d) et (V,d) est un morphisme
f:(M,d) = (N,d) d’adg tel qu'il existe un autre morphisme de A-mdg g : (N, d) —
(N,d) pour lequel fog ~ idy (ie 3h: (N,d) — (N,d) application linéaire entre
adg de degré +1, avec fog —idy = d(h) = hd + dh) et g o f ~ idy. Il en résulte
que H(f) est un isomorphisme de A-mg. Quand c’est le cas, nous dirons que f est un
quasi-isomorphisme.



1.1.3 Coalgebre différenielle graduée ([FHT])

Une coalgebre différenielle graduée (cdg en abrégé) sur R est un R-module gradué
(C,d) muni d'un coproduit A : C — C ® C coassociatif et d'une counité e : €' — R qui
commutent avec les différentielles.

Notons C = Ker(e). Si C est coaugmentée par l'inclusion n : R — C (ie. 7
est un morphisme de cdg) de sorte que € = R @ C, alors, pour tout = € C on a
Azr=z@®1+1®z+ Alz); Alz) € C®C. z est dit primatif si A(z) = 0 et si pour
tout c€ Cona

Ac=3 ¢ ®@d =3 ()4 ®d,
i i

C est dite cocommutative.

Remarque 1.1.3 soit (C,d) une cdg coaugmentée. Son dual C¥ = Hom(C,R) est
une adg augmentée via I’application C¥ @ CV — CV définie par:

(fRzey) =(-1)""f(z)®g(y); VfgeCl’ Vr,yel.

Exemple 1.1.4 Considérons sur T'(V) le coproduit,

Al .. o)) = L@ [ual - - - Jum] + T2 e - - 1] ® [Upa] - .- v
Hoal .o fea) ® 15

oi [vy] ... |ua] = 1®...®v, € T*(V). La différentielle de V' prolongée en une dérivation
sur T(V), la counité € : T(V) — R et I'inclusion n : R < T(V') font de (T(V),d) une
cdg libre et coaugmentée. En particulier I'ensemble des €léments primitifs coincide avec
V.

Exemple 1.1.5 Soit (4, d) une adg augmentée de type fini sur un corps KK (i.e chaque
A; est un JK-module finiment engendré), alors son dual (AY,d") est une cdg coaug-
mentée.

1.1.4 Algébre de Hopf graduée( ([FHT]et[H;.App.))

Une algébre de Hopf graduée (ahg en abrégé) est un R-module gradué (A, ¢, i, €,7)
avec (A, ,7) une R-algébre graduée augmentée par &, (A, p, €) une coalgebre graduée
coaugmentée par 7 et x4 un morphisme d’algebres (garduées). L'ahg A est conneze si
Ao = R, commutative (resp. cocommutative) si ¢ (resp. u) est commutative (resp.
cocummutative).




Exemple 1.1.6 Considérons sur la coalgébre graduée libre T(V), le shuffle produit
donné par:

[or. .. [op] * (Vg .« [vpeg) = 3 Ealvva;l"'lvv&i,,];
0€83p,,

ot Sy = {0 € Spugfo(l) <...<0(p)eto(p+1) <...<a(p+q)} et le signe £,; o
o = (i1,%2) .. - (in—1,%n) désigne le produit des &, ,,,) définis par:

Enmsnfta] - Jua] = (1)l o], ] - fon):

Ce produit fait de T(V') une ahg commutative.

Notons d'autre part [*(V) le sous module de T*(V) dont les éléments vérifient
o.(n ®...0U) =e;(Vs-101) ® ... ® Uy-1(3)), pour tout ¢ € S;. Posons ensuite pour
tout vq € ng, w e Vék+1 etn> 2,

Pw)=1, Y =vet ()= [vl..[v].
Y(w)=1, y(w)=wet ~*(w) = 0.

Ces éléments vérifient les “formules de Cartan”:

7+ ) = Tho PO W), v,V € Vi,
P = (57 ) i0), ve Va

et leurs produits finis

'Tkl (‘Ul)’)fh (UZ)---'Yk' (vr)a T 2 Oa ki Z 01

i=c0
forment une base de I'(V) = €D I*(V) en tant que R-mg. Nous avons alors:
i=0

r(V)=<7*(v), veV, k>0>

en tant q'ag. Muni d’autre part de la structure de coalgebre induite par celle de T'(V),
elle devient une ahg appelée algébre des puissances dwisées. En plus nous avons un

isomorphisme d’ahg:
N(V)eI(W)=T(VeW).

D’autre part si V' est de type fini, en passant au dual nous obtenons les isomomor-
phimes d'ahg suivants:

(V) = (AVY)Y et A(V)=(T(V))".



1.1.5 Algebre de Lie graduée ([FHT,Jet[H;.§1])

Une algébre de Lie graduée (alg en abrégé) est un R-module gradué L = &,59L;,
muni d’une application R-bilinéaire de degré zéro appelée crochet et notée

[,]:L®L—L

telle que pour tout z,y € L,

[z,y] = —(-1)FWy,z],
[z, [, 2] = (z.9],2] + (-1)=W[y, [z, 2],
[z, [z,2]] = 0, =z e Log,

Si L est en plus muni d'une différentielle 3 telle que
Olz,y] = [8z,3] + (~1)"![z, 8y,

L,[ , ],8) ou tout simplement (L,8) est appelée algébre de Lie différen-
tielle graduée (aldg en abrégé).

L'algébre envellopante de (L,d) notée (U(L),8) est le R-module quotient U(L) =
T(L)/(z®y— (—=1)¥ly ® z — [z,y]) muni de la différentielle 4, prolongement de &
en une dérivation de degré +1 et vérifiant §2 = 0. Elle posséde & la fois une structure
d’ahg induite par celle de T'(L) (la structure de coalgébre etant celle pour laquelle L
est primitif) et une st.ructure d aldg pour le crochet [z,y] = z® y — (~1)F¥ly ® z.
L'inclusion i : (L,8) — (U(L),0) est alors un morphisme d’aldg induisant en homologie

H({): H(L,8) — H(UL,#9).

Théoréme 1.1.7 ([FHT1. Th 20.7) (i): Si R est un corps de caractéristique zéro,
UH(i): U(H(L,d)) — H(U(L),9))
est un isomorphisme d’ahg.

(ii): Tout morphisme d’aldg @ : (L,0) — (L', ") est un quasi-
isomorphisme d’aldg si et esulement si U(p) : (UL,8) — (UL',8') est un quasi-
isomorphisme d’ag.

Exemple 1.1.8 Soient JK un corps de caractéristique zero, (A, ¢, u,€,m) une ahg et
T et y € A deux éléments primitifs. En munissant A de sa structure d'alg définie par

le crochet
[2,y] = zy — (=1)FWyz,



nous avons,

Alz,y]) = Afzy — (=1)kWlyz)
AzAy — (-1)#FAyAL
z®1+1®7,y01+ 181y
= [2,9]®1+1®[z,1].

Ceci entraine que le sous espace des éléments primitifs noté P,(A) est une algébre
de Lie graduée.

A est dite primitivement engendrée si elle est engendrée en tant qu’algébre par une
base de P.(A). D’aprés ([MM)]) ceci est équivalent & la cocommutativité de A,

Exemple 1.1.9 Munissant 'adg T(V) de sa structure d’alg induite par le produit,
'algébre de Lie libre I(V) sur V est la sous algebre de Lie de T(V) engendrée par V.
Elle est graduée par Z(V) = @x(L(V)NT*(V)) et vérifie

T(V)=UL(V).
Munie de la différentielle induite, Z(V) devientt une aldg.

Soit d’autre part (L,d) une aldg. Sur AsL nous définissons do et d; par ([FHT;.
21(b))): -

k
do(smy...52,) = — Y _(—1)%szy...5dz;. .. 5%,

-
|
—

di(szy...82.) = Y (=L)e=(—1)y™is(z;, x5 .. 58:. .. 5T .. 5T
1<i<j<r

oll n; = X |sz;| et szy ... 53, = (—1)"szi57;82) . . . ST

Nous savons alors que d = dg + d; est une dérivation de coalgébre graduée de
carré nul et par suite (AsL,d) est une coalgebre de chaines. Elle est notée (C.(L),d)
et est appelée la construction de Cartan-Eilenberg-Chevally. Cette construction est
fonctorielle et si L est libre de type fini, son dual (C*(L),d") est une adg commutative
augmentée.

1.1.6 Bar et Cobar constructions ([FHT\])

Soit (A, d) une adg. La Bar construction sur A est la coalgébre graduée coaugmentée
B(A) = T(sA), muni de la différentielle d = do + d, avec
k

do([sv1] . - . [sve]) = = D (=)™ [sw] ... |sdauil ... |svs],

di([sv]) =0 k‘—l
di([sva]. - - Jsve]) = D_(=1)™[svul ... [svicysul . .. [swe] k > 2;
) i=2



01‘1 ny = Zi(j |3th.

T}?éoréme 1.1.10' (IFHT\. Th 19.1): Supposons que V est un R-module libre et
soit (T(V),d) muni de sa structure d’adg, alors le morphisme

p: (B(TV,d),d) — (sV &R, d);

(ot dy st = —sd}va:) défini par p(1) = 1, p(sz) = sz, pls(z; ®...®z,.)] =0, r >
2 et p=0 sur B2%(T'V) est un quasi-isomorphisme de coalgébres graduées.

’ Soit (C,d) une cdg de counité £, Sur C' = Ker(e) nous définissons la diagonale
réduite notée, A par Ac = Ac—c®1—1@c. La Cobar construction sur (C,d) est 'adg
augmentée, notée (}(C) définie par Q(C) = T(s7!C) et de différentielle d = dy + d;
avec

do(s™1z) = =5~ ldz,

di(s7'z) = Y (-1)*s7 'z, @57y, z€ C;

i

ou Az = ¥, 7; ® y:.

Théoréme 1.1.11 ([FHT,. Th. 21.7]): Soit (L,6§) une aldg, alors il existe un quasi-
isomorphisme de cdg

A:C.(L) 3 BU(L)

donné par A(sT1...5%,) = Lses, EolZoy| - - - |Zoen)-

Corollaire 1.1.12 Soit V un R-mdg, alors

(C.(E(V)),d) = (sV @ R,4d).

Le résultat suivant di & Adams est parmi les plus solicité dans I'etude de 1’espace
des lacets de X.

Théoréeme 1.1.13 ([Ad]): Il eziste un quasi-isomorphisme d'adg
QC.(X,R) = C.(QX;R).



1.1.7  Reésolution semi-libre ([FHT)|et[H)]

Un mdg (P,d) sur une adg (A,d) est A-libre si P = A* @ V; o A# désigne le
A-module sous-jacent de A et V désigne un R-module gradué libre. Dans ce cas une
base de V est appelée base du A-module P.

Un (A,d)-module (P,d) est une. eztension semi-libre d'un autre (A,d)-
module (M, d) si P est 'union d'une famille croissante de (A, d) sous-modules gradués:
P(-1) = (M,d) C P(0) C ..., tels que les quotients P(k)/P(k — 1), k > 0, sont
A-libre sur une base de cycles. Si M = 0, nous dirons que (P,d) est un (A,d)-module
semi-libre.

Proposition 1.1.14 Un (A,d)-module est semi-libre si et seulement si il est A*-libre

sur une base bien ordonnée {e.} telle que deo = 3 Ageg.
B

Soit f : (M,d) — (N,d) un morphisme de (A4,d)-mdg. une résolution semi-libre de
f est la donnée d’une extension semi-libre (P,d) de (M, d) et d’un quasi-isomorphisme
de (A,d)-mdg (P,d) = (N,d) dont la restriction & (M,d) est f.

Une résolution semi-libre (@, d) d’un (A, d)-mdg (I, d) est une résolution semi-libre
de 0 — (N,d). En particulier si (V,d) = (R,0), nous dirons que (Q,d) — (R, 0) est
une cléture acycliqgue de 1'adg (A, d).

Exemple 1.1.15 : Soit (AV,d) une adgc 1-connexe (V° = V! = 0) de type finie sur un
corps K. 1l existe (([FHILT]et [H;]) une adg acyclique (AV ®T'sV, D); ot D est une I'-
dérivation telle que D(sz;) = zi+s(dz:) ; s(dz;) € AV,®I'sVou 'V, =< 1 j <i >,
Puisque (AV ® I'sV, D) est un (AV,d)-module semi-libre; (AV ® I'sV, D) = K est
une cléture acyclique de (AV,d).

Remarque 1.1.16 (i): Supposons que (M,d) est (A,d)-semi-libre pour la filtration
{M(k)} telle que M(k)/M(k—1)=R®V(k);Vk >0, alors M = R® (&32,V(k)) et
d:V(k)— M(k—1).

(ii): Soit (M,d) un R-mdg. Nous dirons que (M,d) est R-semi-libre si il ’est sur
(R, 0) considéré comme adg.

Une telle situation est réalisée dans deux cas particuliers importants; a savoir:
-M est R-libre et R est un anneau principal ou

-M est R-libre et M = @;>_x M;.



K Ezz)eéfe;/{da.ns le premier cas, nous utilisons la fltration & deux termes {0} C
er(d) & M et dans le second nous considérons la filtration {M(i) = Bj<;_x M;}-

! ! rphisme d'adg et (M, d) est (A, d)- ’
(B ®a M, d) est (B, d)-semi-libre. e d'adg et (M, d) est (A, d)-semi-libre, alors

L'emme 1.1.17 ([FHTy). Prop. 6.4))
(i)(Lemme de relévement): Etant donné un diagramme de (4,d)-mdg,

(P,d)
~|n
(M,d) 5 (Q,d)

avec (M,d) semi-libre, alors il eziste un morphisme ¢ : (M,d) — (P,d) unique a
homotopie prés tel que n o ~ .

(ii): Si(Q,d) est (A,d) semi-libre alors Hom4(Q, —) préserve les quasi-isomorphis-
mes d’adg.

I'unicité dans la proposition suivante résulte de lemme (i).

Proposition 1.1.18 ([FHTy. Prop. 6.6]): Tout morphisme [ : (M,d) — (N,d) de
(A, d)-mdg admet une résolution semi-libre (P,d) = (N,d). En particulier tout (A, d)-
mdg admet une résolution semi-libre. En plus cette résolution est unique a homotopie
preés.

Comme conséquence & cette porposition, nous avons les extensions suivantes des
foncteurs Ext et Tor.

Soit (M,d) un (A,d)-mdg & gauche et (P,d) = (M, d) une résolution semi-libre. Si
(N, d) désigne un autre (A,d)-mdg & droite, les foncteurs £zt et Tor différentiels sont

définis par:
EItA(IW1N) = H(HMA(PJN))1

TorA(M,N) = H(P®aN).
En particulier et compte tenus de certaines propriétés qui généralisent le lemme (ii), le

foncteur Ext vérifi
Ezta(M,N) = Ezt4(N, M);

ou M et N sont deux (A,d)-mdg. En plus Exty(M,N) est covariant en N et est
contravariant en M et A.
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1.2 Les modeéles

egi?a:ns t<:rt:tte: section nous considérons (sauf mension contraire) comme anneau de
coefnicient un corps K de caractéristique zéro. Rappelons que le complexe de cochaines

tC" (X; K) est une adg non commutative quoiqu'elle est homotopiquement commuta-
ive.

1.2.1 Modeéle de Sullivan ([FHT))

La théorie de Sullivan consiste & introduire pour tout espace topolo-
gique X ayant le type d’homotopie d'un CW-complexe connexe par arcs, de type fini,
une adge de cochaines notée Apr(X) et une suite de quasi-isomorphismes

C'(X; K) = D(X) & (Apy(X); K);
ol D(X) est une algebre de cochaines intermediaire.

La construction de I’adgc Apy(X) est inspérée de celle des formes différentielles de
De Rham. Notons (Ap)n I'adge de cochaines définie par

A(toy s by You oes Un)
A n— y B2 0’
(Ape) (Ziti— L, T w)

avec |t;| = 0, lw| = 1, dt; = y; et dy; = 0. Cette adge est isomorphe a 'adge
(A(ty, ooy try Y1y ey Un), d); OU d est donné par dt; = y; et dy; =0, 1 <7 < n. Con-
sidérons d’autre part les morphismes face et dégénerecence: &; : (Apg)nyy — (A PL)n
et 5;: (Apr)n — (ApL)n+1 définis par:

tk': k<1’$
Bi:tk—) O., k=‘i,

Te—1 k>
tk, k <j,
Sj itk = Q e t+ten, k=7,
- b1, k> j.

Avec ces morphismes (Apr = EP(ApL)n,d,0,5) est une algebre de cochaines simpli-
n>0
ciales.
Soit Sing(X) le complexe singulier de X. Ap.(X) est alors définie par

(X)) = [Sing(X), (ApL)m),
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ensemble de tous les morphismes simpliciaux de Sing(X) dans (ApL)m. Plus explicite-

ment un tel morphisme & associe & tout o € Sing(X) I'élément ®, € ((ApL)m)* tel
que

Poi(o) = Bi(Dy), By0 = 5,8, et (dP), = d(D,).

Munie de la structure d’algébre définie par (8.¥), = ®,.9,, Ap,(X) devient une
algebre de cochaines simpliciales.

Une autre algébre de cochaines simpliciale

Seit (Cpr)n = C*(A[n]) 'algebre des cochaines de A[n]; ot (Ak])m C Sm(A*); &
0 consiste en les m-simplexes linéaires de la forme o =< e;,,...¢€;,, >, avec 0 < 4
o Lim < k.

2
<

Les morphismes face et dégénérecence sont dans ce cas induits par A; : A = Agqr
et €4 Ak+1 — Ak définis par

A{(<€0,..-,Ck+1 >)1 == <801"',éi7"'aek+1>
ei(< eg,...€ >) = € €0yreryCoyCise ey Chil > -

Considérons 1'algébre de cochaines simpliciales

D= (EB((APL)n ® (CpL)n), & ® A, 5; Qe¢j, d)).

n>0

et définissons D(X) et Cpr(X) de la méme fagon que Ap(X), nous avons alors:

Théoréeme 1.2.1 ([FHT). Th. 10.9 .])Pour tout espace topologique X, 1l existe une
suite de quasi-isomorphismes de cochaines simpliciales

C*(X) S D(X) & Ap(X).

Ce théoreme entraine entre autre que Apr(X) est un modele algebrique de C*(X).

1.2.2 Modele minimal ([FHTi]et[GDW))

Une adge (M, d) est un KS-compleze s'il existe une famille V = {z,,a € A} avec
A un ensemble bien ordonné tel que:

(i) Vo € A,dzy € A(Vea); 00 Vea =< zg,fEAet f<a>
M est dite minimal, si en plus
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(iii) |zol >0 Va € Aet

(iv) |zgl < |Ta]| = B < @
M est dite minimal.

Remar.que 1.2.2 Si M = (AV,d) est minimal, alors d(M) C M.M avec M =
Ker(e : M.—’ C}) Rex_:lprpquement, s1 M est 1-connexe, M est alors minimal si et
seulement si d(M) C M, M.

Djeﬁnitiocn. 1.2.3 S?it (A,d) une adge. Un modéle de A est un KS-complexe M muni
d’un quasi-isomorphisme M = A. Ce modéle est dit minimal si M est minimal.

Notons &, 6, : (Apz)1 = (A(t,dt),d) — K, les morphismes définis par: do(t) = 0
et 61(t) = 1.

Definition 1.2.4 Deux morphismes d’adge f,g : (A,d) — (B,d) sont homotopes (en
abrégé: f ~ g) s'il existe une homotopie H : A = B®(Ap.); tel que (15@0)H = [ et
(1g®8;)H = g. Si A et B sont augmentées, [ et g doivent préserver les augmentations
et dans ce cas B ® (APL)I est remplacée par B®(APL)1 =KQK® B ® .(APL)I c

B®(ApL)

Plusieurs théoremes d’existence et d’unicité reposent sur le lemme suivant. D'ou
son importance dans foute la suite.

Lemme 1.2.5 ([FHT,. Lemme 12.4]) (i): Considérons le diagramme commutatif
suivant: (A,d)
nl=
(AV,d) = (Cd)
dans lequel n est un quasi-isomorphisme et (AV,d) est un KS-compleze. Alors il eziste
un morphisme @ tel que Ny ~ Y.

(ii): Sin est surjectif, le morphisme vérifie np = .

Preuve (Dans le cas ou 7 est surjective): Nous pouvons supposer V = U V(k)
avec V (k) = @< Ve = V(K — 1)@ Vi et d : Ve = V(k—1). Supposons ¢ construite
sur V(k — 1) et fixons {zq} une base de V. Nous avons alors d(z,) %V(k ~1), ce
qui entraine que ((d(zs)) est bien défini. Comme d(qa(d(rn)) = p(d*(z,)) = 0 et
ne(d(z,)) = dip(ze); 7 est un quasi-isomorphisme implique donc que [p(d(z,) = 0. Il
existe alors a, € A tel que @(d(za)) = daa €t par consequent dna, = diT, entraine que
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ffﬁ"a"_'ffﬁ = - Comme H'(n) est surjective, il existe af, tel que [poa —¥re] = 23]
i .iln;:iste a’? E—Za;l.*_ Ca POUr un certain ¢, € C. Utilisant par suite la surjection de
Z" ‘0 En& . €l que ¢, = Tfﬂg. Il en résulte que ’lj:(:]_:a) = n(aa —a. - dag) avec

a., = uU. =a.: ol A Il * -
o posant ¢(Za) = aj OU Gg = ag — a,, — dal, nous avons alors ¥(z,) = 784

et d(da) = ©(dz,). Ceci permet de prolonger linéairement ¢ a V,. O

Théoréme 1.2.6 [FHT;, Prop. 12.9/Soit (A,d) une adgc c-conneze (i.e. H°(A) =
0), alors,

(i) Il eziste un modéle minimal (M,d) de (A, d).

(i1) S?fj M — Aetg: N — A sont deuz modéles minimauz de A, alors il existe
un quasi-isomorphisme ¢ : M S N tel que g ~ f.

Corolla.ir'e -1.2.7 : §i X est un espace topologique conneze par arcs, alors il existe un
modéle minimal (M(X),d) — Apr(X) unigue d homotopie prés.

Puisque toute équivalence d’homotopie induit un quasi-isomorphime, la proposition
suivante entraine que le modele minimal est aussi unique a isomorphisme pres.

Proposition 1.2.8 Si M et N sont deuz adg minimales et si ¢ : M — N est un
quasi-isomorphisme, alors ¢ est un isomorphisme.

Signalons aussi que le modéle minimal d’une adg n'est pas fonctoriel, mais il l'est

4 homotopie pres.

Remarque 1.2.9 Un autre volet de la théorie de Sullivan permet d’associer 4 toute
agdc minimal simplement connexe (AV,d) un CW-complexe noté [(AV, d}|, via la con-
struction de Milnor. Cette construction est adjointe & celle de A pr(X); ol X est un

espace rationnel simplement connexe.

Definition 1.2.10 (/Hz/) Soit (AV,d) un modéle minimal, une autre différentielle sur
V notée d, est obtenue de la maniere suivante:

yimpeir nous posons d,(Q) =0 et (d—d,)(P) € AQ®A*P,;

SiQ=Vriret P=
ainsi obtenue est appelée le modéle pur associé a

ot A+P = A2L1P. L’algebre (AV, dg)
(AV,d).
Si X est un CW-complexe simplement connexe de modéle minimal (AV,d) le ,

I’espace pur associé est par définition le CW-complexe |(AV,d,)].
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Relation avec la tour de Postnikov ([GM])

‘Da.ns cette Pa.rtie nous supposons que K = () et l'espace X est supposé efre
rationnel (i.e. Vi 2 0, m(X) est un Qespace vectoriel)

D-eﬁnition 1.2.11 (i): Soit A une adg sur le corps des rationnel @ Une extension de
Hirsh d(':: A est une adg (A® A(Vi),d); ot V; est un espace vectoriel gradué homogéne
de degré k, de dimension finie et tel que d : V, — A+,

(ii): Deux extensions de Hirsh (A ® A(V}),d) et (A @ A(V]),d’) sont équivalentes
si il existe un diagramme commutatif

(A® AVy,d)
2
A Ly

N
(A® A(Vy),d)

avec  un isomorphisme.

Nous obtenons ainsi une relation d'équivalence dont les classes sont en correspon--
dence biunivoque avec les classes [d] € H**1(A4; VY).

Proposition 1.2.12 5i M est une adg minimale et M(n) désigne la sous-algébre
engendrée par les éléments de degrés < n, alors

M(0) € M(1) S M(2)... S M(n) C ...

avec Jpyo M(n) = M et chague M(n) C M(n+ 1) est une extension de Hirsh.

Signalons d’autre part que la théorie d’obstruction permet de démontrer la corre-
spondence biunivoque entre les extensions de Hirsh et les fibrations principales.

Soit alors X un CW-complexe simplement connexe et



sa tour de Postnikov. Notons par X! un modzle simplicial de X,, et
n

Xn
S <
ol |
X — Xé
N
{rt}

un modéle simplicial de la tour précédente.

Théoréme 1.2.13 ([GM, Th. 11.5]): Si M est un modéle minimal de X, alors,

(i): M(n) est un modéle minimal de X.

(ii): L’extension de Hirsh M(n) C M(n + 1) correspond d la fibration principale
X.,— X,

“tn+l

(ii): @QM(n + 1) (ensemble des indécomposables de M(n + 1)) est isomorphe en
tant qu’espace vectoriel gradué avec H omz(Tas1(X), Q).

(iv): Le k-invariant k™2 € H™**(Xq,mn41(X)) est tel que

(k)Y e@Q=d: QM(n+1)) — H* 2 (M(n)).

KS-extensions ([FHT})et[GDW])

Dans ce qui suit nous rappelons la définition d’'une KS- extension, ce qui nous
permet détendre certaines définitions précédentes aux cas des fibrations.

Definition 1.2.14 Soient (A,d4) et (B,ds) deux adgc et f : (A,da) — (B,dp) un
morphisme d’adge. f est dite une KS-ectension si il existe E C B; E = {z, € A};

A étant un ensemble bien ordonné, tel que

(i): L'homomorphisme ¢ : (A® A(E),d) — (B,d) induit par A(E) 4, Bet [ est
un isomorphisme.

(i): dpp(1 ® za) € $(A ® A(Ba)); 0t Ba = {71 < a} pour tout a € A,
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Remarque 1.2.15 dg¢(a,®1) = daf(a) =

pouvons identifier B et A ® A(E) fldaa) = ¢(dsa®1), Va € A. Ainsi nous

par ¢. La différentielle dg vérifie donc
(i): de(@a® 1) =daa®1;i. e. dpy = d,

(ii): dg(za) EAR® A(EQ), Yo € A,

Dens e cas e adgc (A,d4) et (B,dg) augmentées par €4 et g respectivement,
posons d(Za) = (€4 ® id) 0 dp(z,). Nous obtenons alors un homomorphisme d'adge

e4®id: (A® AE,d) — (AE, d)

et dans ce cas (AE,d) est un KS-complexe avec d la différentielle induite par celle de
A® AE sur AE.

D'autre part nous pouvons supposer £5(z,) = 0, Va € A en effectuant le change-
ment suivant T, — T, — £5(Z,). Dans ce cas, si l'augmentation € : A(E) — K est
définie par €(z,) = 0, Ya € A, alors ¢ et £4 ® id préservent les augmentations.
L’extension entre adgc augmentées est alors notée

(A, da) = (A8 A(E),d) = (A(E), d).
Elle est dite minimale si (A(E),d) est un KS-complexe minimal.

Si (A,d,4) est aussi un KS-complexe, I'extension est dite une A-extension.

Théoréme 1.2.16 Etant donné une A-eztension,

(A,da) = (A®A(E),d) — (A(E),d)

d'adgc augmentées, la suile de complezes de cochaines des indécomposables est ezacte;

0 = (Q(A),d4) = (Q(B),ds) = (QAE),d5) =0

Soit X un espace topologique connexe par arcs et M(X) son modéle minimal.

Le n*™ groupe pseudo-dual d’homotopie rationnelle de X est par définition n},(X) =

™ (M(X)). Ce groupe dépend fonctoriellement de X quoique M(X) n'est pas foncto-
riel. D’autre part si X est simplement connexe,

3(X) = Homz(mn(X), K).
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Definition 1.2.17 Soit X un espace topolo
(1) X est dit C-ﬁn?: si dimH* (.¥, K)

glque connexe par arcs
< o0 et sa caractéristique d'Euler-Poincarré est

x(X) = i(—l)“dimH"(X, K).

(if) X est dit 7-fini si dimy (m5(X)) < o0 et sa caractéristique d’'Euler homotopique

est
(> <]

Xx(X) = )" (=1)"dimn?(X).

n=0

Definition 1.2.18 Une algebre A sur un anneau principal R est une algébre ¢ dualité
de Poincaré s’il existe un élément w € A tel que A = wR (w est appelée classe
fondamentale de A), A® =0 Vi>netle produit dans A induit une forme biliniaire
non dégénérée:

<—=—>: AA@A" " S R avecr.y=<1,y>w.

Un espace X satisfait la dualité de Poincarré si l’algébre H*(X,R) est a dualité de
Poincarré et sa dimension formelle notée fd(X) est par définition le maximum des
entiers m tel que H™(X,R) # 0.

Théoréme 1.2.19 (GDW, Th. 2.4.3-2.4.5) (i): Supposons que K = @ et X est c-

fini et w-fini, alors X satisfait la dualité de Poincarré. Si en plus {z,,...,z.} est une
base de 75" (X) et {y1,-..,¥s} en est une de """ (X), alors sa dimension formelle,
est donnée par , .
fa(X) =7+ lul — 3 lal-
i+1 i+1

(11): x»(X) <0 et x(X) > 0.
(i4i): x(X) > 0 si et seulement si xx(X) = 0 et dans ce cas M(X) est de la forme

@z, .. ,Tn] ® A(Yis- = 1Yn)

Qecdz; =0, dy; = f; € Qxy,y-+ 1 Tnls (1<i<n)et

H'(X,CU) Eq:vl!"'ixﬂ]/(fl!“'ifﬂ)

en tant qu’age. En plus

n

() = [Tz + 0/ T w):

i=1 i=1
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1.2.3 Modele d’une fibration ([FHT\et|GDWY)

Soit
-+ 1 ~
F—E-s8
une fibration de Serre d’ -~
le modile minimal d = E"‘f”P”"f«”, connexes par arcs, [ est important, de pouvoir déduire
- al de E a partir de ceux de la fibre F et de la base B.

Théoreme 1.2.20 supposons que
(i) B est simplement conneze,
(i) B ou F est de type fini.

Alors il eziste un diagramme commmutatif

Ap(B) 20 ApdB) P AsulF)
Tid T A T

Ap(B) = Ap(B)BM(F) = M(F)
Ta T A T

M(B) —  M(B)D M(F) 2, M(F)

o la KS-extension de milien (resp. en bas) est minimale (resp. une A-eztension
A-minimale) et toutes les applications verticales sont des quasi-isomorphismes. En

particulier
—f, 0 B, est un modeéle de E.

—a ety 07y sont ceur de B et F respectivement.

Compte tenue du théoreme 1.2.16, nous avons:

Corollaire 1.2.21 Si deuz des trois espaces F, E ou B est m-fini, alors le troisieme

l'est aqusst et

xx(E) = X=(B) + xx(F).

1.2.4 Modele bigradué et modele filtré ([HS])

é sont introduits par S. Halperin et J. Stasheff dans le

Les modéles bigradué et filtr .
dans le but d’'etudier la réalisabilité des équivalences

cas des adg commutatives et ce
d’homotopies entre espaces rationnels.
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Théoréme 1.2.22 .
eriste une ades (AZ(fiIlS, Prop. 3.4) soit H une ag commutative connexe. Alors il
g ,d) et un quasi-isomorphisme p : (AZ,d) — (H,0) tel que:
(): 2= DDz et oD 2;) =0

m20n21 m>1

(11): d est de bas degré —1.

(143): Plrgazay - Ho(AZ,d) — H est un isomorphisme.

(w): H (AZ,d) = 0.
En plus sia: (M, 6) — (H,0) est un autre modéle minimal tel que M = @ € M5,

m>0nzl

est une algébre bigraduée, af ) M;,) = 0 et o et § vérifient les propriétés (ii)-(w),
m2>1

alors il existe un isomorphisme ¢ : (AZ,d) — (M, ) de bidegré (0,0) let que aod = p.

Comme conséquence & ce théoréme, notons que (AZ,d) est une adg commutative
minimal et que H & AZy/dZ,.AZ.

Definition 1.2.23 Le quasi-isomorphisme p : (AZ,d) — (H,0) ou tout simplement
(AZ,d) est appelé modéle bigradué de H.

Une adgc (A, d) est dite formelsi le modele bigradué de H(A, d) est aussi un modéle
minimal de (4, d).

Un espace X connexe par arcs est dit formel si 'adge Apr(X) est formel

Exemple 1.2.24 (i): soit G un groupe de Lie compact connexe et K un sous-groupe
fermé connexe de méme rang que G, alors G/K est formel.

(ii): Toute variété kalherienne est formel.

(iii): Soit X un espace c-fini et m-fini. Si en plus x(X) > 0, d’aprés le théoreme

1.9.19 X est un espace formel.

Soient maintenant (A,d) une adge et (AZ,d) un modele bigradué de H(A,d) dans

[H-S] S. Halperin et J. Stasheff définissent aussi un modele de (A4, d) (unique a isomor-

phisme prés) & partir de (AZ,d) moyennant la filtration de (AZ,d) définie par:

FalAZ,d) = P (AZ)m; Yn 2 0.

m=0
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héoré 2 .
PT :e(of\r;xf:i? 1_._2+2(5H(({]45c,£)P GOMA) Soit (A,d) une adge de modéle bigradué
(AZ,D) est un KS—com, t’ ). Alors il eziste une différentielle D sur AZ telle que
! pleze el un quasi-isomorphisme 1 (AZ,D) — (A,d) tel que

1. Pour tout z € Z?, D(z) - d(z) e Fn-2(AZ,d)
2. Yy € (AZ)o, [m(y)] = p(y) dans H(4,d).

D‘ef'inition 1.2.2'6 (AZ, D? est appelé modéle filtré de (A, d). IL n'est pas minimal en
généarl et quand il en est ainsi, nous dirons que (A, d) est faiblement formel.

1.2.5 Modele de Quillen et Modele d’Anick
Modeéle de Quillen ([FHT)),[Q])

Soient (C, d) une cdg coaugmentée cocommutative sur le corps IR et (€1C, d) sa cobar
construction. La différentielle d = dy + d; vérifie, dy : s7'C — s"'C et dy : s7'C —
s 1C®s~1C. Soit d’autre part ¢ € C. Si Ac = ¥, a;®b;, alors Ac = ¥;(—1)41%b;@a;.
D’ou
disle = Ly (=1)el(s la; @ s~k — (—1)l alle T b5~ 1h @ s71ay)

5 (~11s s~ ar, 5710

I

Ceci montre que dy : s 1C — I(s™'C) C T(s7'C) et il en résulte que (EZ(s~'C),d)
est une aldg. En plus nous avons

UL(s™'C) =QC

Defnition 1.2.2T (E(s‘lc_'),d) s'appelle construction de Quillen associée a (C,d) et
est notée L(C,d).

Th. 21.9]): Supposons que (L,0) est une aldg et (C,d)

Théoré .2.28 (|FHTy,
coreme 1 { ' Alors il existe deux quasi-isomorphismes

est une cdg cocommutative et coaugmantée.
naturels o (C,d) =, C;:E(C, 2
¥ : LC,(L,0) = (L,0)

. YT hismes pres et nous avons:
Ce théoréme asstire ’unicité a 1somorp P
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Definition 1.2.29 Up modéle de
de la cdg C.(X; K).

Quillen d’un espace X est une construction de Quillen

Théoréme 1.2.30 Si (L(V » ‘
simplement connere, al(or.g ),d) désigne le modéle de Quillen d’un espace rationnel X

(): VEsTH(XQ) (i) HL(V),d) = r.(0X) ® Q.

Comme consequ e
ence a . ) )
q u théoreme de Milnor-Moore, nous avons |’isomorphisme

H.(QX,Q) = (VHL(V),d).

Modele d’Anick ([An])

En guise 'de'généralisation des théories de Sullivan et de Quillen aux adgc sur
un anneau principal R de caractéristique quelquonque, D. Anick associe & tout CW-
complexe X vérifiant certaines conditions de finitude imposées par la carctéristique de

R, une aldg (L, 3).

Notons p(R)) le plus petit entier premier (ou co) non inversible de R et considérons
la sous catégorie CW,.(R) composées des CW-copmlexes r-connexes (r > 1) tels que
dim(X) < rp(R).

Théoreme 1.2.31 Soit X € CW,(R). Alors il existe une équivalence d’adg
UL = C.(OX;R)

ot L = @;»,L; est une aldg telle que chaque L; est R-libre de type fini et C,(QX;R)
est munie de produit A : QX ® QX — QX. En plus cette équivalence préserve
les diagonales & homotopie prés et L est unique @ une classe d’homotopie prés des

isomorphismes d'aldg.
Pour aboutir au modéle d’Anick susmentionné, nous combinons les équivalences

entre cdg suivantes :
C.(L) > B(UL) > B(C.(QX; R)) & B(QC.(X;R)) & C.(X;R).

En dualisant nous avons:
c*(L) =, B(C.(RX;R))" < C*(X;R).

qui est une suite d’équivalences d’adg. En en déduit que C*(L) est une adg commutative

équivalente & C*(X; R).

oduire la notion du modele minimal comme dans le cas rationnel,

Enfin pour intr
e 1 a S. Halperin. .

nous utilisant le résultat suivant d
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Théoreme 1.2.32 (H .
H(A,d) vérifie H(A( d;,_Th}}iT_l) : Soit (A, d) une adg commutative dont I'homologie
ot HA. d) o5t Botn i (b d)bizn est de type finie, H(A,d) = R, H'(A,d) =0
| ’ ibre. Alors il esiste un quasi-isomorphisme d’adge

(AW,d) = (4,d)

tel que

1. W ={W'}i>2 et chaque W' est R-libre sur une base finte.
2. Pour tout 1 > 2, il existe un entier i € R non inversible tel que

dy: W' — p WL
Definition 1.2.33 L’adgc (AW, d) est appelé modéle minimal de (A, d).

Rappelons d’autre part que C*(L) = (AV,d); ou V = (sL)Y et d = dqy + d; avec
do:V = Vetd,: V — A?V. par suite C'(L) = V! = 0 et donc H*(C*(L)) = Ker(d :
C*(L) — C3(L)) est R-libre. Ainsi pour une telle algébre nous associons un modele

minimal qui sera noté (AW, d).

Remarque 1.2.34 (i): Dans le cas olt R est un corps, la condition (2) du théoréme
précédent est équivalente & d; = 0; i.e. d est décomposable et nous retrouvons alors la

condition de minimalité de Sullivan.
(ii) Contrairement au modele du Sullivan, le modéle minimal (AW, d) vérifi le lemme

de relévement seulement lorsque dans le diagramme suivant, le quasi-isomorphisme 7

(4,d)
=7
(AW, d) L (Ad)

est surjectif. Cependant pour un diagramme d’adgc

(AW'd) B (A.d)
~| ¢
(AW,d) = (Ad)

vérifient les conditions du theoreme précédent et sous certaines

ou (A", d') et (A,d) . ’
il existe un morphisme @' : (AW',d") — (AW, d) tel que

conditions d' “admissibilité”,

H(¢)H(m') = H(m)H(¢').
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Quand nous considérons
d’admissibilité susmensionné est v

imal (AW, d) unique & homotopie

X dans la catégorie CW,.(R), le ecritére
erl‘ﬁe pour C*(X,R) et il en résulte un modéle min-
pres de I'adge C*(L) équivalente & C* (X,R).

D a:iuti‘? part touF mo.rphisme ¢ : (AW d') — (AW,d) entre deux modéles mini-
X e espacfe X induit un morphisme ¢ (AW, d}) — (AW, d,) (dy étant suivant
les notatlo? Précédentes, la partje quadratique de d) défini par ¢; : W' — W avec
¢—or: P,V —+ A2*W. Le morphisme (s1)V: E' = (sW')Y — E = (sW)Y est un mor-
phisme d algeb_res de Lie. En particulier si ¢ est un isomorphisme, (s¢;)" 'est aussi et
permet alors d'identifier E et F'. L'unique algébre de Lie E telle que C*(E) = (AW, d;)
est appelée 1'algébre de Lie homotopie de (AW, d).

U'ne conséquence majeure de ce résultat de S, Halperin est I’extension du résultat
de Milnor-Moore au cas non rationnel.

Théoreme 1.2.35 (H1,Th.10.1) Soit (AW,d) un modéle de X € CW.(R). Les con-
ditions suivantes sont équivalentes:

(1)H,(QX;R) est de torsion libre.
(2)La différentelle d de (AW,d) est décomposable.

Dans ce cas lalgébre d’homotopie de Lie E associé & (AW, d) dépend fonctoriele-
ment de X et il eziste une équivalence d’ahg

UE = H.(QX;R).
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Chapitre 2. Dimension globale et classe
fondamentale d’un espace’

2.1 Introduction

Dans ce chapitre S désigne un espace simplement connexe pointé, (15 son espace
de lacets et /K un corps de caractéristique # 2. Le degré d’un élément homogéne

dans un objet gradué sera noté |z|.

L’homologie H,(02S; '), munie de sa structure multiplicative est une algebre (de
Hopf) dite de Pontryagin. Notre étude sur cette algébre repose sur les deux invariants

‘numeériques suivants:
prof(H.(QS; K)) = inf{k/Exty o5, (K; H(QS; K)) # 0},
- k,»
gldim(H.(2S; K)) = sup{k/Ext,,l'(ns;m(K; K) # 0}
qui sont reliés a la catégorie de Lusternik-Schnirelman de 'espace S (dont la définition
est rappelée au §1) par les relations suivantes ([5]. Th. A et Th. A’)):
prof(H.(25; K)) < cat(S),

prof(H.(25; K)) = cat(S) = prof(H.(QS; K)) = gldim(H,(QS; K)).

Lorsque S est K -elliptique et gidim(H,(QS;K)) < oo, I'algébre de Pontryagin
H.(QS; IK) est isomorphe en tant qu'espace vectoriel a une algébre de polynomes. Ce
résultat est une conséquence du théoréme B de (12], qui étend au cas des algébres de
Hopf graduées le théoréme de Auslander-Buchsbaum-Serre:

Théoréme 2.1.1 [21,Th.9,§IV]: Soit A un anneau local, alors, gldim(A) < oo si et

seulement si A est régulier.

Dans ce chapitre nous donnons plusieurs caractérisations des espaces /K -elliptiques
tels que gldim(H.,()S; K)) < co. Rappelons qu'un espace r-connexe (r > 1) est

IK -elliptique si:
1) dimH*(S; IKK) < o0 pour tout ¢ > 0,

2) cat(S) < oo,
3) 1l existe un entier k et une constante C' tels que dimH,.(QS, K) < Cr*, r > 1.

1Ce travail est I'objet de notre article publié aux Ann. Inst. Fourier n: 49 fasc. 1 (1999).
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(): X est K -elliptique et 2 < prof(H.(QX; K)).
Alors H.(QX; K) ne contient aucun élément inert.

Remarque: D’apres [24 (2), Prop. 7.6), si F désigne la fibre homotopique de 'appli-
cation § — S Uy e™*; prof(H,(QF; IK)} < oo entraine que f est paresseux. Nous
déduisons alors que si en plus de 'une ou I'autre des hypothéses des deux théorémes
précedents, prof(H,(QF; K)) < oo, alors H.(QS; K) a tous ces éléments paresseux
mals non inerts.

2.2 Rappels

Dans ce § nous rappelons les définitions des invariants numeériques qui nous serons
utiles dans toute la suite de chapitre. Nous notons par (A, d) une algébre différentielle
graduée, (M,d) un (A,d)-module et A#* 1'algtbre graduée sous-jacente de A,

(i): Une adg (A, d) augmentée par A —~ K est dite de Gorenstein si dim Exty(K,A)
= 1. Un espace est de Gorenstein si un modéle minimal de cet espace est de Gorenstein.

(i):  Soit (A,d) une adg augmentée par A — K, [l'application
d'évaluation de A est 'application JK-linéaire naturelle:
evy : Exta (K, A) — H'(A),

définie par: Si o = [f] € Ext4(JK, A) est représentée par le cocycle f: P— A
(P = UK résolution semi-libre de /), alors, evy(a) = [f(p)], p étant un cocycle
représentant 1 dans JK. C'est un invariant homotopique étroitement lié & la structure

de A

Théoréme 2.2.1 /8, Pro. 3.4/ et [19, Th. AJ: Soit A une ADG de la forme (AV,d)
avec d décomposable et V de dimension finie, alors,

(i) A est de Gorenstein.
(i) evy # 0 si et seulement si H*(A,d) est de dimension finie.

(iii): La catégorie de Lusternik-Schnirelmann de S, notée cat(S), est par définition le
plus petit entier n tel que S peut étre recouvert par n+ 1 ouverts contractiles dans S.

(iv): L'invariant de Toomer de S est défini comme suit ([3, §1.4]):

ex(5) = sup{e(a),a € H*(S; K)},
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o chaque entier e(a) est défini de la manitre suivante. Notons (£25)™ le joint itéré n-
fois, GnS I'espace des orbites de (Q.S )™ sous I'action naturelle de QS et @, : GnS —
GooS = BQS 1'application canonique intervenant dans la définition du classifant du

monoide 1.S. Nous posons:
efa) <n si H'(p,)(a) #0.

Ces deux invariants numériques vérifient (pour tout corps K)
I'inégalité ([23, Th. I B2] et (3, Prop. 1.4]):

ex(S) < cat(S).

(v): Soit maintenant (AV,d) une algébre de Sullivan minimale. Notons AV RAW —
AV/A>™V le modele relatif ([l1, §14]) de la projection (AV,d)
— (AV/A>™V,d) et j l'inclusion: AV — AV @ AW. Par définition ([13] et [17])
cat(AV,d) est le plus petit entier m tel que j admette une rétraction r d’adge (i.e:
roj = id). Sir est seulement un morphisme de IK-modules, l'entier m est noté
e(AV,d).

2.3 Preuve des propositions A et B.

Dans ce paragraphe, (AV,d) désigne une adgc l-connexe avec d décompo-
sable. Nous notons par L son algebre de Lie d’homotopie. Dans le cas topologique,
si S désigne un espace r-connexe (r > 1) vérifiant la condition (€), son algébre de Lie

d’homotopie est notée par E.

Proposition 2.3.1 Soit K un corps de caractéristique non nulle et S un espace T-
conneze, dans le domaine d’Anick, alors, S est IK -elliptique si et seulement si dim(E) <

0Q.

Preuve: Signalons tout d'abord que puisque o(/K) < o0, la condition (£) entraine que
H*(S; K) est de type fini et que cat(S) < oo ([18, Prop. 5.1]) et par suite ([5, Th. A))
prof(H,(§25; JK)) < co. D’autre part ({9, Ex. 1.3]) UE = H,(QS; IK) est elliptique si
et seulement si dim(£) < co. Nous concluons alors en utilisant [9, Th. C). o

Avant d’aborder la démonstration du la proposition B, nous établis-
sons dans ce qui suit une condition de finitude de la dimension globale de H.(QS,; K).

Proposition 2.3.2 St L est de dimension finie, alors:

gldzm(UL) < 00— EV(AV dq) # 0.
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Preuve: Par définition de L, (AV,dy) = C*(L) et Ezt), (K,K) =~
H**(C*(L)). La condition gldim(U L) < oo est équivalente 4 la condition dimH(AV,d,)
< 0. Or dim(V) = dim(sL) < co. La proposition résulte donc du théoréme 2.2.1. o

En appliquant cette proposition au modéle minimal de ’espace S nous obtenons:
gldim(H.(25;JK)) < 00 <= eyay gy # 0.
Proposition 2.3.3 Si H*(S; K) est une algébre & dualité de Poincaré, alors:
gldim(H,(0S; K)) < 0o <= ek (S) = prof (H.(QS; K)).

Preuve: Puisque H*(S; K) est a dualité de Poincaré, S est de Gorenstein ([8,
Th. 3.1]) et par suite gldim(H,(2S; K)) < oo entraine ([12, Section 3] et [5, Th.
AY)) prof (H,(Q2S; K)) = Mcat(S; K) = gldim(H.(Q2S; K)). Or d'aprés ([6, Th. 3])
e(S) = Mecat(S; K) et donc prof(H.(QS; K)) = ex(S). Pour la réciproque nous
utilisons de nouveau I’égalité egc(S) = Mcat(S; IK) qui entraine que prof(H.(01S; K))

= gldim(H.(QS; K)). o

Remarque 2.3.4 La premiére implication de la proposition précédente reste valable si
nous supposons seulement que S est de Gorenstein. En effet dans ce cas,
gldim(H,(Q2S; X)) < oo entraine que Mcat(S; K) < co et par suite H*(S; K) est
une algebre a dualité de Poincaré.

2.4 Preuve du théoreme C.
Nous adoptons les mémes notations qu’au § précédent. Démontrons tout d’abord:

Lemme 2.4.1 Sidim(V) < oo et dimH(AV,d) < oo, alors, H(

Poincaré.

AV, d) est & dualité de

Preuve: D’apreés le théoréme 2.2.1, (AV,d) est de Gorenstein. Puisque dimH(AV,d) <
oo et V = V2! il existe un idéal différentiel I et un quasi-isomorphisme de JK-modules
semi-libres ¢ : AV — AV/I. 1l s’ensuit ([11, Prop. 6.7]) que Hom(¢; IK) est aussi
un quasi-isomorphisme et par suite ([AV/1]Y)<™™ =0 (ou n est tel que H>"(AV,d) =
(AV/I)>® = 0). 1l résulte alors de ([8, Lemme A.3]) une (AV,d)-résolution semi-libre
de [(AYV, d)]V qui peut étre choisie minimale. Nous terminons alors comme dans |8, Th.

3.6]. o

Remarque 2.4.2 Si K est de caractéristique non nulle et S est /K -elliptique, en
utilisant la proposition A, nous déduisons du lemme précédent que H*(S; K) est &

dualité de Poincaré.
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La cdémonstration du lemme suivant, repose sur les deix suites spectrales de Milnor-
Moore suivantes: ((##) a éé introduite par A, Murillo [19));

(%) BRT = 1PN, dy) <=5 HPU(AV,d),
(0a) E]7T = E3tl) 4 K (A, dg)) == Etlyl (I, (AV, d))

qui sont définies respectivement i 'aide des filtrations : f7 = (A2?V) et P = ([ €
Homay (AV @ ['(sV),AV)/[(I'sV) © A2PV}, Nous vérifions alors que I'application

ev : (Hompyg[(AV @ P'(sV), D), (AV,d)[, D) — (AV,d)

définie par ev(f) = f(1) préserve les filtrations, D'ofi le morphisme de suites spec-
trales, noté (B£.(ev))zcres tel que Ea(en) = evpva,. D'aprés le théréme classique
de convergence des suites spectrales, ce morphisme est, compatible avec 'application
E'U(Av,d)- )

Notons fy : EL™" — E57(II(A)) et fa @ BT — EP"YH(AV,d)) les isomor-
phismes induits par la convergence des suites spectrales; o E'7"(H(A)) et
E§T(H(AV,d)) désignent les gradués associés de A = Extiava) (K, (AV,d)) et (AV,d).

Lemme 2.4.3 Soit (AV,d) wune adge I-conmeze telle que d  soit
décomposable, dim(V) < oo et dimH (AV,d) < oo, alors, les propriétés suivantes sont
équivalentes:

(1) eviav,ay) # 0,
(1) E(ev) # 0,
(111) Eo(ev) = B evipv.ayfi.

Preuve: (iii) implique (i) d'aprés le Théoreme 2.2.1. (ii) implique (i) provient de la
convergence des suites spectrales. Supposons maintenant que eUAvay) # 0; ce qui
équivaut & dimH(AV,d;) < co. Le lemme précédent entraine donc que H (AV,d,)
et H(AV,d) sont & dualité de Poincaré de dimensions formelles respectives m et n.
D’autre part nous avons le diagramme suivant:

EP0 = Exifd (K (AV, dy)) 2

u
€570 Extlyl (K (AVd)) "= By

puisque dim&P™? = 1 = diméZ7, du fait que (AV,d;) et (AV,d) sont de Goren-
stein (Théoréme 2.2.1). Ceci entraine que m = p— ¢ = n et donc que EP 7 =
H™(AV,d). D’autre part pour des raisons de dimensions, nous avons £} 9(H(A)) =
Extiny o (I (AV,d)) et Ef*(H(AV,d)) = HP=7(AV,d). 1l en résulte que E,(ev) =
By teviavayfr. Do (i) implique (i44). o

Avant d’énoncer le théoréme rappelons que la suite spectrale de Milnor-Moore con-
vergente vers H*(S; K) peut étre identifiée & partir de terme E, & la suite spectrale

(%) (cf. [4. Prop. 9.1)).

E}™" = HP9(AV,dy)
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Théordme 2.4.4 Soit § un CW-compleze r-conneze de type fini KK -elliptique, dans le
damaine d*Anick, alors, prof(H.(QS; IK)) = ex(S) si et seulement siprof (H,(QS; K))
est égal au plus grand entier p tel que l'image de la classe fondamentale dans le terme
E de () est représentée par un cocycle homogéne de longueur p.

Prouve: Supposons que prof (H,(QS; IK)) = ex(S) = p; ce qui équivaut d’apres les
propositions 2.3.2 et B & ev(pyq,) # 0. Nous déduisons alors du lemme précédent que
Eo(ev) = 085 'r'u(,“,g,nﬁl et par suite l'image w' de la classe fondamentale w de S vérifie:
w' = Mho(1)] € EL™ ol A € K — {0} et [ho] désigne le générateur de £279, o
est homogene puisque E%~7 = E'~ De plus p est le plus grand entier vérifiant cette
condition, Réciproquement, si prof(H.(QS; K)) = p désigne le plus grand entier tel
que w' € BN, alors, H"(AV,d) ¥ E%~% (n = p — q désigne la dimension formelle de
S) et par conséquent w' = A[hq(1)]. Nous en déduisons que Eoo(ev) : En~1 =, BP9
est non nulle. Nous utilisons une fois de plus le lemme précédent et la proposition B
pour conclure, ¢

Corollaire 2.4.5 Si S vérifie les hypothéses du théoréme, alors,
ex(S) = prof(H.(QS; IK)) entraine ex(S) = e.(AV,d).

2.5 Suite spectrale impaire, £xt-version.

Dans l'introduction nous avons rappelé la définition de I'adge pure (AV,d,) associée
& une adge l-connexe (AV,d). Rappelons d'autre part ([15]) que la fltration:

FP9 — (AV)ZP"" avec (Ay)s.—q == (AQ@ AQP)S-Q’
ol Q@ = VP gt P = Vi™Poir définit la suite spectrale impaire:

()e EP (AQ®AP) = H* (AQ® AP),d,) = H*'(AQ ® AP,d,).

2.5.1 Cléture acyclique de (AV, d;).

Soit maintenant (AV,d) une adgc 1-connexe et (AV ® T'sV, D) la cléture acyclique
de (AV,d) (Exemple 1.2.2). Nous déterminons dans le lemme suivant celle de (AV,d,)
Lemme 2.5.1 L'adgc (AV @ I'sV, D,) est une cléture acyclique de (AV, dg) lorsque
D, est définie par :

D, = d, sur Vet D,(sz) = z — s(d,z).
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Preuve: Nous procédons par récurrence sur k = dim(V). Pour k = 1; on a d,z, = 0,
Ainsi pour D,(sz,) = z;, 'adge (Az; ® ['szy, D,) est une résolution acyclique de
(Az1,0). Supposons que la résolution (AV¢, ® I'sVek, D,) — IK est construite pour
un k > 2 et considérons (AVggs ® I'sVeyyy). Clairement ds(Tks1) est un cocycle dans
AVer ® TsVey. Par hypotheése, D,s + sd, = id — ¢ sur (AVgy), d'ott D, (sdyzisy) =
do(Tk4+1). Posons alors: D,(szxs) = Ze1 — sdyZiry. Ceci implique que Dys + sd, =
id — € sur AVgyy. Par suite (AVigs) ® I'sVegry, Dy) est done une cloture acyclique de
(AVeks1,ds). ©

2.5.2 Filtration:
Avec les notations précédentes, posons:

(AVRTsV)i= @ (AQ®T¥sQ® AP ®*sP),

@1.42,43
r=agj;+az+2a3

ou s désigne le degré total et r le degré filtrant. Une filtration du complexe
(A,D) = (HOTn(AV,d) [(AV ® FSV: D): (AV,Ci)]: D)’
o D(f)=dof+ (-1 foD

est donnée par:
FP(A™) = @, ;Homav,a)((AV @ [sV)2, (FPHtstr(AV))n+s)

pour chaque n.

Cette filtration vérifie les propriétés suivantes :

Lemme 2.5.2 (i): (FP) est décroissante.
(ii): FO(A™) = FP(A™).
(iti): D(F7(A")) € FP(A™).

Preuve : La propriétée (i) est évidente. Pour (ii) nous remarquons que

(Fﬂ+.s+r,'(AV))n+s = {(AQ ® Ap)2n+s+r,.}n+,
= @k(AQ ® AP)'H+S+T+I¢,—1*~1: = @q(I\Q ® AP)H+3+q,—q
= {(AQ ® AP)ZH+8.t}n+s = (AV)’H'"_

Enfin pour (iii), soit f € FP(A"); on a |
D(f) = f o D+ (~1)*do .

Or dF? C F?; donc d o f € FP(A"). D'autre part
foD= fo(Duy®1)+f0(l®Dyryy).Mais
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dAQ® A™P) C (AQ® A ' P) @b (AQ @ A*™ D)),
done (Djay ® 1) envoie (AV @ ['sV)? sur (AV ®@ [sV)IE @ (AV @ F.sV)?," et par
conséquent f o (Djay ® 1) € FP(A").
Pour f o (1 ® Drav), notons d’abord que

D(sP)C P& (AV ® sP) @ (AV @ 5Q) et

D(sQ) C Q& (AV ® sQ) @ (AV @ sP).

Ceci implique que 1 ® Djr,v envoie aussi (AV ® 'sV)? dans (AV @ I‘sV)ﬂfi @ (AV @
TsV)3$t', et par suite f o (1 ® Diray) € FP(A™). D’ott f o D appartient 3 FP(A"). o

Posons maintenant D, =d, ® 1 +1® D, et notons (€], D,) le complexe défini par
la filtration précédente. Puisque D,(sQ) C @ et D,(sP) C P& (AQ @ sQ), il résulte
de la démonstration du lemme précédent que Dy = D, et par suite:

& = H(E, Do) = Eztipva,)(AV ® T3V, D,), (AV,d,))).

Puisque la filtration est bornée, la suite spectrale ainsi construite est convergente;

(**)o.;
Extav,a,)((AV ®TsV, D,),(AV,dy)) = Extiave((AV ® ['sV, D); (AV,d))

Les conséquences immédiates de la convergence de cette suite spectrale sont:

Proposition 2.5.3 Si L, (resp. L) désigne l'algébre de Lie d’homotopie de (AV, ds)
(resp. (AV,d)), alors, prof(UL,) < prof(UL).

Proposition 2.5.4 Soit (AV,d) une adgc 1-connexze, Avec les notations précédentes,
si la partie linéaire dy de d est nulle sur P et V est de dimension finie, alors, (AV,d)
est de Gorenstein .

Preuve : Nous avons (d,);(Q) = 0. D'autre part dy(P) C Q entraine qu'e (do)1(P) =
dy(P) = 0 et par suite d, est décomposable. Le théoréme 2.2.1 permet alors de conclure.
o

2.6 Preuve des théoréemes D et E.

Nous rappellons 'énoncé du théoréme E:

Théoréme 2.6.1 Soit § un CW-compleze r-conneze K -elliptique, dans le domaine
d’Anick et tel que gldim(H,.(0S; K)) < oo, alors, les images dans les termes E des
suites spectrales de Milnor-Moore, des classes fondamentales de S et de son PUT associé
admettent un méme représentant.
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La démonstration de ce théoreme repose sur les suites spectrales précéden-
tes ot le théoreme suivant, Il met en evidence le résultat de A. Murillo, concernant la
classe fondamentale des espaces purs (20).

Théoreme 2.68.2 Soil (AV,d) une alyébre différentielle graduée commutative 1-connexze,
de différentielle décomposable et telle que dim(V) < oo, alors, dimH(AV,d;) < oo st et
seulement si dimH(AV,d, ;) < oo, 0t d,, désigne la partie quadratique de d,.

Preuve: Par définition du I' adge pure, on a dy, = d, 2. Par suite 'implication
réciproque resulte de la considération de la suite spectrale impaire (x),. Supposons
maintenant que dimH(AV,d;) < oo, Puisque dimV < oo, si (zy,...,Zn) designe une
base de V| le théoréme 2.2.1 et le lemme 3.3(iii) de [19] entrainent que dimH (A(z2,. ..
\Zn),ds) < 00, On conclut comme dans (3, Prop. 5.2] 4 1'aide d'un raisonnement par
récurrence sur n utilisant le modéle relatif:

(Azy,0) = (A(z1, ....T0), d2) = (A(Z2,....T0),da)). ©

[l en résulte facilement:

Corollaire 2.6,3 Awec les hypothéses du théoréme D, on a:
EUAVy) F 0 = eUAV,d, ) 7 0.

Preuve du théoréme E: Soit (AV, d) un modéle minial de S. Puisque les différen-
ticlles sont, décomposables et V est de dimension finie, alors (Théoreme 2.2.1) les com-
plexes (AV,d), (AV,d,), (AV,d,) et (AV,d,2) sont de Gorenstein. Nous déduisons done
des suites spectrales (x#) et (#*), les isomorphismes suivants :

s Extly)y (KL (AV d, ) = Extfy], (K, (AV,d,)),
P2 : Extlp ) (K, (AV, da)) = Extl ] (K, (AV, d)),

s E:z:tf;\'v‘:dﬁ)(ﬂ(, (AV,d,2)) = Extfy] (K, (AV, dy)),
Wy Extin)y (K, (AV,d,) = Extli 7, (K, (AV, d)).

D’antre part puisque gldim(H.(QS;K)) est finie, nous avons evvy)
# 0 (Proposition 3.2) et evvg, ,) # 0 (Corollaire 6.3).

Nous dédnisons alors que si [h], [ks], [ho] et [ho 2] sont les générateurs des différents
Ext, alors la classe fondamentale (h(1)] de (AV, d) vérifie :

[h(1)) = [b2(ha)(1)] = [1h2 0 Y3(hs2)(1)] et que [As(1)] = [ (ho2)(1)].

D’autre part, nous avons %5 091 (he2) = Y20 93(hs2). Donc [A(1)] = [4(hs)(1)]. Mais
[hs(1)] est en fait la classe fondamentale de (AV,d,) puisque H(AV,d,) est & dualité
de Poincaré et [h,] est l'unique générateur de Extfyf, (K, (AV,d,)) (cf. (8, section
1]).

En reprenant alors le méme argument que celui utilisé pour démon-
trer le lemme 4.3, nous déduisons & l'aide des suites spectrales (x) et (x), que les
irages dans le terme E, de ces deux classes sont égales. o
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2.7 Attachements inerts et paresseux

Nous rappelons au début les principales définitions utiles dans cette section (cf.
(26]).

Soit f : S™ — S une application continue et ¥ = S Uy e"*!. Notons F la fibre
homotopique de (% : QS — QY induite par l'inclusioni: S — Y et §: QY — F le
connectant relatif & cette fibration.

Definition 2.7.1 (i): f est dit inert si H,(Qi) est surjective.
(ii): f est dit paresseux si H,(§) =0, i.e. H.(8) = 0.

Notons f': "' — Q.S 'adjoint de f et f” € H,_1(QS) 'image de la classe de f’
par ’homomorphisme d’"Hurewicz. Nous avons alors H, (Q4)(f”) = 0 et par conséquent
H,(Qi) = j o q ou g désigne l'application quotient ¢ : H,(QS) — H,(2S)/(f") et
J l'application induite j : H.(QS)/(f") — H.(QY). Les résultats essentiels sur le
caractére inert sont résumés dans le théoréme suivant (cf. [26], [24], [25])

Théoréme 2.7.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i): f est inert.

(1) j est surjective.

(iii): j est bijective.

(w): q induit une injection sur Tory(K, IK) et est une bijection sur Tory( K, IK)
pour p > 3;

(iv): Ualgébre de Pontryagin H,(QF; IK) est une algébre tensoriel.

Pour les attachements paresseux nous avons essentiellement:

Théoréme 2.7.3 [ est paresseur si et seulement si tous les produits "cup” dans
H*(F;K) sont nuls.

Remarque 2.7.4 (i) Si f est inert, aucune nouvelle classe d’homologie n'est produite
dans H,(QY; IK), par contre seulement 'idéal engendré par f” est tué dans H.(QS; K).
(ii): Le caractére inert entraine le caractére paresseux, mais la réciproque est fausse en

général.

Théoréme F Soit X un CW-compleze 1-conneze de type fini vérifiant l'une des hy-
pothése suivantes:
(i): H,(QX; K) est notherien et 2 < gldim(H,(QS; K)) < oo,

(ii): X est IK -elliptique et 2 < prof(H.(QX; K)).
Alors H,(QX; IK) ne contient aucun élément inert.
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Preuve: (i): Soit ¥ = § Uy e* ou [ désigne une application d'attac-
hement. Supposons que f est inert. Puisue H,(i) est surjective, la condition () en-
traine que H,(QY;/K) est aussi notherien et que gldim(H,(QS, K) =
gldim(H,(QY; K) < co. Comme prof(H,(QS; K) < gldim(H.(QS; K) et de méme
pour H,(QY; K), ces deux ahg sont /K -elliptiques et donc de Gorenstien (9, Th. C
et Prop. 3.1]). Notons Pas et Pay leurs series de Hilbert-Poincarré, nous avons alors

({9, Prop. 3.6])

P ng=1(1+t201+1) H;=1(1 +t2b:+l)
Qs = 7 Yy = T
Mo (L+%%) T T (14 6%)

ou r désigne prof(H.(QS;K) laquelle coincide dans ce cas avec
prof(H.(QY; IK) du fait que pour une ahg de Gorenstien de dimension globale finie,
celle-ci est égale a sa profondeur ([12]). D’autre part d’apres ([F,T]) f inert implique
que Pog(t) +t" = P3y, la contradiction résulte alors des expréssions précédentes.

(ii) Notons aussi Y = S U; e™ et supposons que f est inert. Ceci entraine que, Y
est K-elliptique. En effet: d'une part, cat(S) < co implique que cat(Y) < oo et
prof(H.(QY; K)) < cat(Y) < co et d’autre part, puisque H,.(QS; IK) est notherien, il
en est de méme pour H,(QY; K). En termine alors en utilisant de nouveau les series
de Hilbert-Poicarré de Set Y. o

Remarque 2.7.5 Si gldim(H,(QS;K) = 1, la conclusion n’est plus vraie. En fait,
pour S = S™ nous avons H,(QS; K)) = T(V), gldim(T(V)) = 1 (cf. Corollaire 1.1.12)
et H.(QY; IK)) 2 T(V)/ <w >; i.e. tous les attachements sont inerts.

2.8 Exemples:

Dans cette section mous allons donner des exemples d’espaces K ellip-
tiques pour lesquels gldim(H.(§2S; X)) est finie et d’autres pour lesquels celle-ci est
infinie. noussupposons que (5, K') est dans le domaine d’Anick: i.e: vérifie la condition

()

(1) Si S est un espace 1-connexe JK-elliptique tel que Eipnpgir = 0, alors la différentielle
du modéle minimal (AV,d) est nulle et la classe fondamentale de S est représentée par
Y1.Y2---Ym, OU Y1, Y2, -t Ym forment une base de V'™ et m = prof(H,(QS; K)). 1l
résulte du théoreme B que gldim(H.(QS; K)) est finie.

(2) D’apres la proposition 2.1, tout espace S, 1-connexe, K -elliptique, de différen-
tielle quadratique (d = dy) vérifie gldim(H,(Q2S; K)) < oo.

Exemple 2.1: K =@ et S = Sp(5)/SU(5). Son modéle minimal est de la forme:

(A(zs, Z10, Y11, V15, Y19), 4); dTs = dzyo = 0,dyyy = 2, dyis = T6710
et dyio = z3, -
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et sa classe fondamentale est w = [yllzfo — Y15T6Z10)-
Exemple 2.2: K =@ et 5 = SU(6)/SU(3) x SU(3) de modéle minimal:

(A(:c.;,:r:s,y-;,yg,yu),d);d:1:4 =dzs =0, dy; = —xf , dyg = —21474
et dyy = —z?

Sa classe fondamentale est w = [ygz4z6 — 2y772].

(3) La somme connexe S = CP(2)#CP(2) admet un modele de Sullivan de la
forme:

((Azy, 1) ® (Az2,72) © Ku,d)

avec |z, |=| z, |=2, dz, = dz, =0, dy; = :.:i’, dy, = ré’,

et du = 72 — z2.

Son modéle minimal est par suite:
(A(z1,z2,u,v),d) avec du = T2 — T3 et dv = 7,1,

et sa classe fondamentale est w = [z2 — z2]. Donc prof(H.(S;@)) =
eq(S). gldim(H,(QS;@)) est donc finie et est égale a 2.

(4) L'espace homogéne S = U(4)/U(2) x U(2) admet un modéle minimal de la
forme:

(A(z2, T4, 95, 97),d) ; d27 = dz4 = 0; dys = Ty — 27974; dyr = T3 — Toxy.

Sa classe fondamentale est [~z3z,| € H3(U(4)/U(2) x U(2)); i.e. ep(S)
= 3. Comme prof(H,(25;@)) = dim(Timpei-(S)) = 2, le théoréme B entraine alors
que gldim(H,(QS;@)) est infinie.

(5) L'espace projectif complexe CP™ admet pour modéle minimal sur tout corps
K:

(A(z,y),d) avec |z [=2,|y|=n+1, dz =0 et dy = ™!,
Nous obtenons alors: ex(S) = n et prof(H.(QS;K)) = 1 et
gldim(H,(€1S; IK)) est donc infinie. En remarquant que I'algébre de Lie d’homotopie
E' est abelienne, nous retrouvons ce résultat. :

Nous terminons cette série d’exemples par deux espaces dont le modéle minimal
admet une algébre d’homotopie de Lie de dimension infinie. Nous nous restreinions au
cas rationnel.

(6) Soit S la variété M3, = S™ x S"#....#S™ x S, somme connexe de g copies
de S™ x S™, avec n impair. Dans [4, Prop. 7.7] Y. Félix et S. Halperin ont calculé
son modéle minimal. Pour (n 2 3 et g > 2) ce modéle est de la forme: (AV,d) avec
V concentré en degrés impairs et d = d;. En particulier dimH(AV,d,) = co. Or
catq(AV,dy) = gldim(UE) ([7, §3]) et cate(AV,ds) < sup{n | H*(S;Q) # 0} (|4, Th.
4.7]), S est donc un espace & dualité de Poincaré tel que gldim(H,(QS;®)) < oo . De
Plus prof(H.(QS;Q)) = eq(S) = calq(S) = 2. :
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(7) Considérons la somme connexe S = M#M, ot M = U(4)/U(2) xU(2). D’apres
([14]) M est un espace formel et par conséquent ([4, Prop 7.4]) 5 l'est aussi. Son modele
minimal est donc celui de

(A(:L.’Zl Tay Y3y yT) @ (A(I’z) I:p y"jy ?f"r) EBCDU: D)

avec Du = z? — z3 (pour les autres générateurs, D coincide avec la différen-

tielle d de l'exemple (4)). Le calcul.des premiers générateurs du modele minimal
(AV,d) de cet espace, montre que dim(V™P*") > 9, Par conséquent dim(V) = oo,
sinon S serait elliptique et par suite prof(H.(QS5,Q)) = dim(V™P*") < catg(S) < 8.
D’autre part le cocycle z§ représente une classe non nulle dans (AV,d;). Ceci en-
traine que gldim(H,(Q2S;@)) est infinie, puisque dans le cas contraire nous aurons

gldim(H.(QS:@)) = prof (H.(25:@)) = cata(S). Or, (6, Th. 2I), cata(S) = eq(S) =
3 et (Proposition 2.1) gldim(H.(QS;@)) = sup{k/H**(AV,d;) # 0}. On en déduit
aussi que prof(H.(Q2S;@) < 3, sinon, caty(S) = gldim(H.(QS;Q)) serait infinie.
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Chapitre 3. Sur la conjecture de ’Omnibus?

3.1 Introduction

Dans tout ce chapitre, X désigne un espace qui posséde le type d’homotopie d'un
CW-complexe simplement connexe de type fini. Nous désignons par F, le corps premier
de caractéristique p i.e. Fp = R si p=0et F, =~ Z/pZ si p est premier.

La conjecture de 1’Omnibus est un probléeme ouvert depuis plus de quinze ans en
homotopie.

Conjecture 3.1.1 Si dimHP*" (X;F,) < oo et H.(QX;F,) est une algébre de Hopf
elliptique, alors l'algébre H*(X; F,) satisfait la dualité de Poincaré.

Rappelons que H*(X;F,) est une algébre a dualité¢ de Poincaré de dimension
formelle n, s’il existe un élément w tel que H*(X;F,) = Fpw (w est appelée classe
fondamentale de X), si H(X;F,) = 0 pour tout i > n et si la multiplication dans
H*(X;F,) induit une forme bilinéaire non dégénérée:

HY(X;F,)® H'(X;F,) — Fy.

Nous rappelons aussi qu’une algébre de Hopf est elliptique si elle est finiment en-
gendrée en tant qu'algébre et nilpotente en tant qu’algébre de Hopf ([FHT)]). Toute
algébre elliptique étant de Gorenstein ([FHTy, Prop3.1]), le théoréme 3.1 de [FHT3]
d’une part et le théoréme 2 de [F'M] d’autre part entraine que la conjecture () est
équivalente aux deux conjectures suivantes:

Conjecture 3.1.2 Si dimH?*" (X;F,) < oo et H,(QX;F,) est une algébre de Hopf
elliptique, alors l’algébre H*(X,;F;) est de dimension finie.

Conjecture 3.1.3 §i dim H?"(X;F,) < oo et H.(QX;F,) est une algébre de Hopf
elliptique, alors V’application E induite par 'augmentation canonique
e: H.(QX;Fp) — Fyp,

£: Ext y.iaxr,)(Fp H(QX;Fp)) = Ezt giaxr,)(Fp Fp)
est non nulle.

D’aprés le théoréme de Cartan-Serre, H,.(Q2X;Q@) est une algebre de Hopf elliptique
si et seulement si dim(m,(2X)®Q) < co. Dans ce cas d'apres ([M. Th AJ), I’application

d’évaluation, définie dans [FHTj],
evx : Ext cx (@, C*(X:@)) — H*(X;Q),

2Ce travail est & paraitre aux Ann. Soc. Math. B.
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est aussi non nulle.
Dans la premiére partie de ce travail nous démontrons la conjecture 3.1.1 pour trois
types d'espaces dont nous rappellons les définitions.

Definition 3.1.4 (i): Unespace X est p-formels'il existe une F',-algébre différentielle
(A,d), et deux quasi-isomorphismes:

(C*(X;Fy),d) < (A,d) = (H'(X; F,),0).

(i1): Un espace X est dit faiblement formelsi son modsle filtré (AZ, D) est. minimal
(cf. [HS, Th. 7.20] pour les propriétés quivalentes). (iii): Un espace topologique est
dit p-quasi-fini si son p-localisé est I'espace total d'une fibration de base un produit
fini d’espaces d’Eilenberg-MacLane dont Phomotopie est concentrée en degrés pairs et,

de fibre un espace p-elliptique [FHTj).

Par exemple, les espaces classifiants des groupes de Lie compacts sont p-formels
pour p = 0 ou pour tout premier p. Si G est un groupe de Lie connexe et X désigne la
base d'un G-fibré principal différentiable, alors X est p-quasi-fini pour p = 0.

Théoreme A La conjecture 3.1.1 est vraie :
(i): pour tout espace p-formel lorsque p désigne un nombre premier impair.
(ti): pour tout espace Q-faiblement formel. En particulier pour tout espace rationnelle-

ment formel
(1ii): pour tout espace rationnellement quasi-fini.

A P'aide de 'équivalence des conjectures 3.1.2 et 3.1.3 et du théoréme 1. de (FM],
nous déduisons immédiatement :

Corollaire 3.1.5 Supposons que

(i) dim HP*"(X; F,) < o0,

(1) H,(QX;F,) est une algébre de Hopf elliptique,

(iii) X est p-formel, ou rationnellement quasi-fini,

alors, gldim(H,(02X;F,)) < co et dim Ext H.(0x;F,) (Fp Fp) < 00.

Si X est un espace rationnellement quasi-fini, on a une fbration
() F 2 X+ K
olt K désigne un produit fini d’espaces d’Eilenberg MacLane,
K = IL(K @, 2n:))"

et ou F est un espace rationnel elliptique Dans ce cas le rang de H *(¢) est fini et du
théoréme A-(ii), on déduit que cat.X(g) est fini. Cette remarque relie la conjecture de
Pommibus & la question suivante, posée par J-C. Thomas, ([7),Pb. 33) :
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Question: Soit F - E % B une fibration de Hurewicz. Supposons que B et F
sont simplement conneges de type fini, que catFo) < oo, et que le rang de ’application
linéaire H* (@) est fini. Sous ces conditions la catégorie rationnelle de E, cat E),
est-elle finie ?

Si l'on suppose en outre que H*(B;@) est une algébre noetheriene alors la réponse
a cette question est oui. En effet pour tout corps k et toute fbration F —— E -2+ B
orientable, si H*(F'; k) est de dimension finie et H*(B;k) est une aigebre noetherienne
alors H*(E; k) est un H*(B;k)-module noetherien. Un exemple dit & N. Dupont ([D])
montre que la finitude de la catégorie n’est pas vraie en général. (Cf §IV).

Notre second résultat montre que cette question admet une réponse affirmative
pour certaines fibrations de type (F) et met en évidence la différence de comportement
dans le cas rationnel et dans le cas oti p > 2.

Théoréme B Soieni k un corps et (F): F — X 5 K, une fibration telle que K
est un produit fini d’espaces d’Eilenberg-MacLane, K = [[; K(k,2i), et pour laguelle
dimH?*" (X k) < 0. Alors,

a) sik =Q, dimH*(F;@) < co <> dimH"*(X; Q) < oo,

b) sik =Fp, p>2, si X est p-formel et si H.(QX;F,) est une algébre de Hopf
elliptique alors, pour Uaction d’holonomie de QK sur F', H*(F;F,) est un A-module
libre ou A est une sous-algébre de H.(QUK,F,) telle que H.(QK;F,) = A® H et
dimH < oo.

3.2 Preuve du Théoréeme A

L’objet de ce paragraphe est de démontrer respectivement la conjecture 3.1.1 dans
les cas p-formel, p > 2, @-faiblement formel et dans le cas rationnellement quasi-fini.

Preuve de (i):

Pour le cas p-formel les algebres différentielles C*(X; F,) et (H*(X, F,),0) admet-
tent un méme modele libre (T(V),d) (cf, [HL] et [El| pour plus de détails). D'autre
part H*(X,F,) étant commutative, d’apres [H, Th 7.1}, si p > 2, I'algébre différentielle
(H*(X,F,),0) admet un modéle minimal commutatif (AW, d). 1| résulte alors de [H>,

Th 6.4]) que nous avons :
H(QX;F,) = UE

oit E = Hom(sW,F,). Nous savons aussi ([FHT:]) que H,(2X;F}) est elliptique si
et seulement si dimW < co.
La partie (i) du théoréme A résulte alors du lemme swivant:
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Lemme 1: Sip désigne un nombre premier impasr, soit W un F,-espace vectoriel de
dimension finie et (AW, d) un modéle minimal commutatif, alors,

dimHP" (AW, d) < oo si et seulement si dimH(AW,d) < oo,

Preuve: Remarquons tout d’abord que pour tout w € W, dw? = pw? ldw = 0.
Par définition de la minimalité, il existe une base (wy, wy, ..., w,) de W telle que

(€) : dw; € Awy, .., wi_) =12 i

Pour tout i > 1, J; = A*(wy, ..., w;)AW est un idéal différentiel de (AW, d) et le quo-
tient (AW,d)/J; s'identifie & (A(wiyy,...,w,),d). L’hypothése dimHP* (AW, d) < oo
entraine que wy, est de degré impair et par conséquent dimH (A(w,),0) < oo. Sup-

posons que pour un certain i, dimH (A(w;, ..., w,) d) < oo et distinguons deux cas:

(a) deg(w;-,) est impair:

La suite spectrale obtenue & partir de la filtration

FP(A(Wizy, ooy wn)) = (A(wiz1))?? ® Awi, ..., wn)

converge de A(wi—1)f ® HYA(wi,...,wn),d) vers HP*(A(wi_y, ..., wn),d).

L’hypothese de récurrence entraine que dimH (A(w;_y, ..., w,), d) < co.

(b) deg(w;_,) est pair:

Dans ce cas, puisque dimHP" (AW, d) < oo, il existe ¢ € AW et un entier & tel
que wi?; = d. Par suite wf?), = d) avec ¢ € AMwi-1, ..., w,) désignant la classe de ¢
modulo I'idéal (wy, ..., w;_3). Considérons I'inclusion

(A(wi-1y ooy W), d) — (A(wi-y, ..., wy) ® Au, D)

— k . .
telle que Du = w;*;. Nous avons alors le quasi-isomorphisme:

(A(wi1y -y wn), d) ® (Au, 0) = (A(wi_y, ..., wn, u), D)

avec ®(u) = u — 9. En utilisant la suite spectrale,

HP(A(wi—llu),D)) ® HY(A(wi, ..., wn),d) = H”+q(A(w,-_1,...,wn,u),D)
et I'hypothése de récurrence, mnous déduisons que dimH (A(wi_y, ..., w,,

u), D) < oo et par suite dimH(A(wi_1,...,wp),d) < co. Ainsi nous avons montré
par récurrence sur ¢ que dimH(AW,d) < co0.0
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H(AU ® AV, d) avec comme terme E; = (AU)® H(AV,d). Comme dimH(AV,d) < oo,
E» est un AU-module finiment engendré. Il en résulte que E et par suite H(AU ®
AV,d) est un AU-module finiment engendré, et donc un AU/ (d(V'))-module finiment
engendré. Nous concluons enfin en utilisant I'hypothese dimH Par (AU ® AV, d) < oo.
o

3.3 Preuve du Théoreme B

Preuve du (a):

Considérons la suite spectrale de Serre associée 4 la fibration (F). Son terme E; est
un module de type fini sur |'algébre noetherienne H* (K;Q@) et par conséquent E., est un
¢*(H*(K;@))-module de type fini. Comme @' (H*(K,@)) € HP" (K@), E est donc
de dimension finie. Il s’en suit que H*(X; Q) est de dimension finie. Réciproquement
Supposons que : dimH*(X; Q) < oo et considérons la fibration,

) -

déduite de la fibration (F). La suite spectrale de Serre associée & cette fbration
a pour terme £, = H*(X;Q) ® H*(QK;@) et converge vers H*(F;@). Comme
H*(QUK;@) = A(y1, ..., ¥m) avec deg(y;) impair, nous avons dimFE, < oo et par suite
dimH*(F,@) < c0.0

Preuve du (b):

D’aprés le théoréme A(i), dimH*(X;F,) < co et par conséquent le p-localisé Xy,
a le type d’homotopie d'un CW-complexe fini. Le résultat résulte alors directement du
théoréme 2 de ([FT]).c

3.4 Contre-exemple de N. Dupont

Soit FF — E % B une fibration vérifiant les conditions de la question mentionnée
en fin de section 1. Nous explicitons ici I'exemple de N. Dupont montrant que les con-
ditions proposées sont insuffisantes pour assurer la finitude de la catégorie rationnelle

de E.

Considérons en effet la fibration rationnelle dont un modzéle relatif est donné par
(AU,d) <+ (AU ® AV,d) — (AV,3),
avec (l'indice de chaque générateur désignant son degré)

(AU, d) = (A(aq, b3, g, v3,75),d) ,
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dao =db=du=dy=90dr =ab+uy,

et
(AU Z AV d) = (AU 2 A7, 7.y,

4l =a,d% =u dy = by,

Nous avons,
(i) U et V sont de type fini
(ii) La fibre de ce modple relatif est un meodele non minimal de produs 5
et par suite de categorie finie.
(ili) dimIm(i*) = 3, et done dimIml(i*) <

Par contre, comme Qlz] C H*(AU 2 Al.%.y).d). la catézorie rasionneie 4o E.
cat((AU @ AV),d), est infinie.

A
3
3

Question. Que se passe-t-il si nous supposons en gutre que 7,02, 2@ surjectif
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Chapitre 4. kspaces pur définis par la tour
de Postnikov?

4.1 Introduction

Dans tout ce qui suit @ désigne le corps des rationnels, IF, le corps premier de

caractéristique p; ol p désigne un nombre premier et X un espace ayant le type
d’homotopie d'un CW-complexe simplement connexe.

Dans le cas rationnel, la théorie de D. Sullivan [S] associe & tout espace X une
algebre différentielle graduée commutative (adge en abrégé) (AW,d) appelée modeéle
minimal de X, tel que H*(X; @) = H(AW,d) et W = Hom(r,(X);@). D’autre part
dans [H,] S. Halperin associe & une telle algebre une autre algébre graduée commutative

libre sur le méme espace vectoriel gradué W munie d'une différentielle d, dite pure
définie de la facon suivante:

do (Wmir) =0 et (d _ da)(wimpair) C A+I,Vimpa.ir ® Apvpm'r.

Rappelons aussi que toute adge A admet via la méme théorie de Sullivan, une
réalisation géometrique notée |A|. L'espace ainsi défini par (AW,d,) est appelé espace
pur associé a X. La construction de |A| est obtenue & l'aide de deux foncteurs, le
premier étant celui de D. Sullivan qui associe 4 toute agde un ensemble simplicial et
le deuxiéme, dii & J. W. Milnor est celui permettant de construir un CW-complexe &
partir d'un ensemble simplicial (cf. [F.H.T §17] pour plus de détails).

Dans le §2 de ce chapitre, partant de la tour de Postnikov de X, supposé rationnel,
nous définissons une autre tour de Postnikov dont les n-étages sont notés X, (n > 2)
Notons X = lim {X,}, notre premier résultat s'énonce alors:

—n

"

Théoreme 4.1.1 Soit X un CW-compleze, rationnel, simplement conneze, alors 'espace
X est @ homotopie prés l'espace total de la fibration

oK (Mon41(X), 20+ 1) — X 25 1, K (10, (X), 20).

Tel qu'il est construit, l'espace X a pour modele minimal (AW, d,). Ceci résulte aussi
de I'application du foncteur Ap; de Sullivan & la fibration précédente. Il s’en suit que
X est 'espace pur associé & X.

Signalons enfin que l'intéret dans ’etude d’un tel espace réside en particulier dans
I’éxistence des deux suites spectrales suivantes (cf: [H,] et [R] réspectivement):

(s1) H((AV,ds) = H(AV,d))

(52) Extiavia,)(@ (AV,ds)) = Extiav,e) (@ (AV,d))

3En collaboration avec Mme El Adnani Nazha.
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En utilisant (s,), S, Halperin démoniye e leoarictiorn dsllipdelie dec X onl éopivated,
a celui de X'\ D'autre part (s9) nows perwed de relornuiler o pamilbal onseniel

[R]:

Théoréme 4.1,2 Soit X un espace » connege bt elliptique, Wi gldim{1,(QN 1)) -
co, alors, les images des classes fondamentales de X el de X duna log Leries liae e
leurs suites spectarles de Milnor-Moore admettent wn mémne reprtaen b,

Dans le cas non rationnel, tonte adge (ATVyed) mue lo corpn B, porntsle sl e
structure pure (AW, d,). D'autve part sl dini(\) « rpoavee e odénigrant I eonoey)ée
de X, en utilisant le modele d’Anicle (|An|), 8. Halperin aioctes duns [1y] & v e
espace un modele de Sullivan (AW, d), Sigualons wimal que I"éepiiyadent, dew extennions
de Hirsh n'est pas établit Jusqu'd présent, Touteloln en s'inspleant do cns rablonie),
nous construisons un espace ;) associé & X, (p localisd X) el noos montions:

Théoréme 4.1,8 Soit X un CW-complene, simplemnent connese, alors Venpace X,
est & homotopie prés l'espace total de la fibration

H“I\'P(ﬂf)",h](.\’(p)),zn b l) —rh 1\:('—,) L. “,, ,\'(ll‘q,-,(.\'“,}),'.’JH.).

X’(p) est appelé espace pur (mod p) nsnocié & Y,

4.2 Espace rationnel pur

Dans tout ce §2 le corps de base est @ La notion du moddle minimal ol oty e
avec la tour de Postnikov de l'aspace X sont rappelés premier elippitie (pour plus
de détails, se référer & [F\H,T] et |G,M]). Nous rappelons cepondant dane ce qui sl
les résultats principaux dans ce sens,

Definition 4.2.1 (i): Soit A une adge sur le corps des rationnely . Une extension de
Hirsh de A est une adge (A® A(Vy), d); oft Vy est un espice vectoriel prdud homogéne
de degré &, de dimension finie et tel que d(V,) G A,

(ii): Deux extensions de Hirsh (A ® A(V}),d) ol (A ® AV, d') sonb équivalentes
si il existe un diagramme commutatif

(l"l ® A""kl I‘i)
/
A L

N
(AQA(VY),d)

avec @ un isomorphisme,
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arvbuns Jue tes Classes d equivalences définies par cette relation sont en correspon-
dence biunivoque avec les classes [d] € H*¥*1(A;VY) et que la théorie d'obstruction
permet de démontrer la correspondence biunivoque entre les extensions de Hirsh et les
fibrations principales (cf. [G,M p.113] et [F-H-T. Part [I) pour plus de détails).

Soient alors X un CW-complexe simplement connexe, {(Xn,pPn,kn)} sa tour de
Postnikov et {(X7,p),, k})} le modéle simplicial de celle-ci, nous avons alors:

Théoréme 4.2.2 (/G-M Th. 11.5)): Si M est un modéle minimal de X, alors,
(i): M(n) est un modéle minimal de X
(#i): L’estension M(n) C M(n + 1) correspond & la fibration principale,
gl ==X
(411): QM(n + 1) (ensemble des indécomposables de M(n + 1)) est isomorphe en
tant qu’espace vectoriel gradué avec H omz(Ta1(X), @).

(w): Le k-invariant k"+2 ¢ H™ (X, mai1(X)) est tel que
(kn-}-Z)v ®@: dn+2 : QM(TZ s 1) — Hn+2(M(n))

Plus explicitement chaque p, : X, — Xn-1 est une fibration principale de fibre
K{mn(X),n), qui est le "pull back” de la fibration des chemins sur K(m,(X),n+ 1)
par l'application kK**1: X, , — K (mn(X),n 4 1) correspondente au k-invariant

K€ H™ (Xoy, Ta(X) = Hom(Hpy(Xn-r), ma(X)).

Ce k-invariant induit la différentielle du modele minimal M = (AW,d) de X de la
maniére suivante:

Soit ™! : Hom(m,.1(X); Q) — H™2(X,,; @) l'application duale de ¥™? @ @
puisque H*(X,, @) = H(AW=",d) et que W’ = [ (ot I désigne dorénavant le @
espace vectoriel gradué Hom(w,(X);@)), nous avons alors pour tout z € ™! =

Hom(mn1(X); @)
d(z) = w € AWS" = d™*}(z) = [w] € H¥(X,, Q).

Construction d’une tour pure associée a une tour rationnelle

En utilisant les identifications précédentes, nous suggérons que 'espace pur dont
il est question dans l'introduction, doit étre défini comme limite inverse d'une tour de
Postnikov {f(n} vérifiant les deux conditions suivantes:

(+) =0

) g2l . el D .. @ I%

iy 4.4 2p=2n+2
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o % = HP (K (m5,(X),2i)); @) et 1 < ik < 7.
Avant d’aborder la construction par récurrence sur n de {X,}, rappelons que

S

H*(K(ma(X),n), @) = Quy, ug, . .. upm] avec [v,] € H*(K(Z, @) et m est tel que m,(X)
Z™ ([G,M p:55]). Enfin d’aprés le théoréme d’Hurewicz nous avons: H™(K(ma(X),n), Q)

=

Pour n = 2, soit X, = X, = K(m(X),2) et & : [3 —» H*(X; @) 'application in-
duite par le k-invariant k; € H4(X3, 73(X)). Puisque A (X2, @) = HY(K(m2(X),2),Q) =
PRI la condition (*+) est vérifiée en prenant d® = 43 : I3 — H4(X,, ). d® induit
alors k' ® @: X; — K (r3(X), 4) qui permet de définir X3 comme espace totale de la

fibration ]
K(W3(X),3) —h X3 —_ Xg

image resiproque de
K(m3(X),3) — E(K(m3(X),4)) — K(m3(X),4).
Tenant compte de la condition (*), nous posons:
Xy = X3 x K(my(X),4).
L’etape suivante est déterminée par l'application:

PP — HS(X,,@) = H%(X;3 x K(ry(X),4), Q).

Mais d’aprés la formule de Kunneth,

H(Xs x K(74(X),4),Q = HY (X5, @) ® HO(K(r4(X),4); @)
DH?*( X, Qe HY(K(14(X),4); Q).

En utilisant ensuite la suite spectrale de Serre,
H* (X5, Q) ® H*(K(m3(X),3), @) = H* (X, ),

et 'isomorphisme H* (K (m.(X),n), @) = s, us, . . . Um], nous déduisons que HG(.FI’:,, @)
est facteur direct de H°(K(m3(X),3); Q) & HY (X, @) _
=IPerel*®I*®I% De méme H3(X;, @) = HX(X,, Q) = I

En tenant compte cette fois ci de la condition (*#), nous définissons

d®: I® — H(X,, Q).
comme étant la composée des applications
PP el e (I*eI')— HYX,, Q).

L’application k® : Xy — K (ms(X),6) définie ensuite X5 comme espace total de la
fibration image reciproque de la fibration universelle sur K (7s(X), 6).
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Ensuite, nous posons i
)(5 = X5 b3 K(’ﬂ'ﬁ(.}(),S).
Supposons maintenant que d?*~! et X, = KXoiax K (m2(X), 2k) sont définis.
Pour obtenir d***! nous devons procéder & partir de 'application
JH+1 H2k+2(xzk‘@) 2 H2k+2(X2k_l % K(TFQ};(X) Zk @)

Pmsque H*2(Xpe 1 x  K(mw(X), 2k); @ = H* (X0 ;@) @

HY(Xo-1;@ ® I* nous sommes ammener a scinder H*%2(Xy_,; @) en uti-
lisant la fibration de Serre

H* (Xok-2; Q) ® H* (K (g1 (X), 2k — 1); @) = H*(Xoe_y; D).

La considération de (*x), nous permet de considérer seulement les classes de cohomolo-
gie prevenant de H**2(Xy,_»: @).

De nouveau, pulsque ng 9 = ng 3 X K('JTQ;,- 2( ’() 2k— 2) et par suite H2k+2( ng 2;

@ = H**(Xp s Q)@ H (X3, @) ® I*~2. Nous devons donc utiliser la suite spec-
trale

H™(Xoe—4; Q) ® H* (K (max-3(X), 2k — 3); @) = H*(Xps-3; @),

pour sciender H?**2(X,,_3: @) d'une part et &' 4(Xak—3; @) d'autre part. Ainsi de suite,
ce procédé de scindage nous conduit enfin & une application de type

a2+l . el H2k+2(_;;r2k.@)
qui est en fait la composée des applications

dzk 1. I2k+1 — @ 1'2{1 ® IZig ® ... ® I?i.— s H'Zk-f-?(}z‘zk; @)'

21 4. F+2,=2k+2
o [% = mi'(K(ngil(X),Qig));CU) et 1 <4 <k

Ceci termine la récurence.

Remarque 4.2.3 Si X est un CW-complexe de dimension finie, ce procédé est formelle-
ment términé au rang N = dim(X) dans le sens que les étages d’ordres supérieurs sont
obtenus dés que Xy est construit (cf. [G-M) §VI[ remark (3)).

Considérons maintenant 1’espace X = Iﬂq‘n{‘{("}' C'est un sous espace de IT,.X,,.
Remarquons ensuite que puisque -)-(211 = an—1X K (m3n(X), 2n) nous avons I'application:
p: X — [ K (m(X),2n)

qui n'est autre que la composition de l'inclusion X o I,X, et de la projection
1, Xn — I1,K (720(X), 2n). Notons Fj, la fibre homotopique de I'application p, nous
avons alors une fibration de Serre que nous notons abusivement

Fp —_— X _—_ an\"('lrg,,(X),‘Zn).

.Nous sommes enfin en mesure d'énoncer le premier résultat essentiel de cette note.
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Théoreme 4.2.4 Soit X un C: W-compleze, rationnel, simplement conneze et de di-
mension finie , alors l'espace X défini précédemment est a homotopie prés l'espace
totale de la fibration

oK (Tons1(X), 20 + 1) — X 5 I K (120 (X), 2n).
Preuve: Rappelons tout d’abord que dans la fibration
F, — X — ILK(m2.(X), 2n),

X remplace le produit fibré X X 11, K(man(X)2n) M (Tn K (720 (X)), 2)) et p désigne la pro-
jection p, de ce dernier sur II,K (72, (X), 2n) laquelle & tout chemin f fait correspondre
son extrimitée (cf. [F-H-T, §J).

La construction de X entraine que pour tout i > 0, m(X) = m(X) et nous
déduisons donc facilement de la suite exacte d’homotopie

o (Bp) — T(R) — MK (m0n(X), 20)) — T (Fy) — -,

que les groupes d’homotopies de F), sont donnés par:

0 sik =2n,"
(x) : me(Fp) = { Tons1(X) sik =2n+1.

D’autre part chaque Xyn41 étant l'espace total de la fibration
K (Tan41(X),2n 4 1) — Xons1 — Xaon,
nous déduisons que I, K (m2n+1(X),2n + 1) considéré comme sous espace de X est

envoyé par p au point de base. Ceci entraine que Il K(mzn41(X),2n + 1) C F, et
comme consequence a (x) nous avons en fait

Fp = I K (mon1(X),2n +1). o

Considérons maintenant la tour de Postnikov {f{n, Dns fcn} D’apres le théoréme 2.7,
le modéle minimal associé & celle-ci n'est autre que (AW, d,). Il en resulte:

Corollaire 4.2.5 A une équivalence d’homotopie prés, X est la réalisation géométrique
du modéle (AW, d,).

Remarque 4.2.6 En appliquant le foncteur de Sullivan App a la fibration
HﬂK(ﬂ-‘Zn+1(X)s 2n + 1) - ‘ir _P’ HﬂA’(ﬂ% (‘Y)v 2”’)1

nous retrouvons que le modéle minimal de X a une structure pure, ainsi la différentielle
d, est étroitement liée & la fibration p.
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4.3 Espace pur (mod p)

Dans cette section nous nous interessons au p-localisé X(p) de X, ol p désigne un
nombre premier. Le but est de construire une tour de Postnikov relévante de celle de
X(p) telle que I'espace limite inverse qui en découle vérifie un théoréme similaire au
précédent. Dans ce cas les ingrédiants essentiels dans le processuce de scindage sont les
H*(K(Z/p*Z,n); IF,); s > 0. En effet, puisque les groupes m,(X(,)) sont finiment en-
gendrés et si G et G’ sont deux groupes abeliens, K (G x G',m) ~ K(G,m) x K(G',m),
les générateurs de chaque H*(K (m,(X(,)), n); FF,) s'expriment en fonction de ceux des

H*(K(Z/p®Z),n); IF}); s > 0 dont la structure est donnée par le théoréme de Cartan-
Serre suivant:

Théoréme 4.3.1 ([Mc. Th. 6.12]): Pour n > 0 et p un nombre premier,
H*(K(Z/pZ,n); F,) est une algébre graduée commutative libre sur les géné-
rateurs St'un ot u, € H*(K(Z/pZ,n); F,) désigne la classe fondamentale et J une
suite admissible telle que e(J) < n.

H*(K(Z,n);IF,) est une algébre graduée commutative libre sur les
généra teurs St’u, ot u, € H*(K(Z,n);IF,) et J = (a1,az,...am) une suite ad-
missible telle que e(J) < n et a,, soit pair.

H*(K(Z/p*Z,n); IF,) est une algébre graduée commutative libre sur les

générateurs St'u, et St!fyu, ov u, € H*(K(Z/p°Z,n); IF;), Bs désigne la k*™° oper-
ation de Bokstien et J = (ay,0s,...a,) une suite admissible telle que e(J) < n et am
soit pair.

Parmi les autres ingrédiants utilisés dans la construction de X dans le cas rationnel,
I'existence d’un modéle miniml de Sullivan (AW, d) de X et la correspondence entre les
extensions de Hirsh et les fibrations principales formant la tour de Postnikov de X Si
dim(X) < rp avec r désignant la connexitée de X, d’aprés ([Hz, Th.10.1]), X() possede
un modéle minimal (AW, d). Toutefois I'équivalent des extensions de Hirsh dans ce cas
n'est pas encors établit. N{a.is en s'inspirant du cas précédent, les k-invariants de la tour
de Postnikov de 1’espace X(p) doivent résulter de conditions similaires aux précédentes.
[a seule modification majeure dans (#%) est di & la différences des structures des

groupes H*(K(Z,n); @) d’une part et H*(K(Z/p°Z,n); IF,) (s > 0)d’autre part. Nous
exigeons alors dans ce cas: _
(+) & = 0
(**) d’2ﬂ+1 : 12n+1 R @ ® Ig"dj
i=2n4+2- i;j 2gi<2n
i + ijest pair 1<j<my

avec [iti = Hit (K(m(_)(),i)); F,)(2<1< 2n pour des raisons de minimalité).

=3 Hn(K-(Wn(X),”))in) = Hmn(ﬂn(X(p))',Fp). En utilisant la

. nl
Notens aussi J k"t? @ I, dans la tour de Postnikov de Xy est les

dualité entre les k-invariants

56




hismes d™*! : Hom ') Uy Y
morp (st (X); ) — H™ 3 Xo, IF,), Xy est construit de In

méme fagon que précédemment pourvue que nous puiss; _ :
. uIs n+2¢ 4\
3 |'aide des fibrations de Serre. puissions scinder les H"**(.X,,, IF;)

La condition (*) nous contraint de prendre:
Xpar = Xipay_, X K (o (X)), 2K).

- k-1 . v g s
Ct.ectieta.nt_, supposons que d**=! et Xi;),, sont définis. En reprenant le procédé de
scindage similaire & celui du cas rationnel, nous prenons pour applicattion

12k+1 | p2k+1 Y
d S — H**( Xy F,)
la composée de deux applications. La premiére étant:

N I - I
Zi=2k+2—£i, lzss-ss::

i+ ijest pair

mtos I' = H7™ (K (mi(X),1)); F,) les indices i; correspondent alors aux générateurs
St’u; qui intervienent grace au théoréme précédent et tels que i + i; soit pair). La
seconde est l'inclusion

@ ® [i,i_, — H2k+2(.ir2k;.ﬂ).

E |'=2!'+1—z iy 2<%
i+ igest pai 1sdsmy
yest pair

X(p)n .1 est par conséquent l'espace total de la fibration
K(ﬂ'ﬁk«l-l(‘x@’))i 2k + 1) — ‘i’(ﬂht—l - ‘!E'U’)n

induite par d?*+!. Pour conclure posons Xz = lim {.X{5,}, il résulte alors de ce qui
~n
précéde, le théoréme suivant similaire au précedent.

Théoréme 4.3.2 Soit X un CW-compleze, simplement conneze et de dimension finie ,
alors l'espace Xy défini précédemment est @ homotopie prés l'espace totale de la fi-

bration
HnK(ﬂ'gn.,_l(.;Y(p)), 2n + 1) —3 .3{’0,) _p* an('(ﬁgn(_xfu,)), 2")
Nous pouvons donc d'une fagon similaire poser

Definition 4.3.3 L’espace )_{(,,) est appelé espace pur (mod p) associé a X.
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La premiére partie de ce travail est consacrée a I'étude des espaces simplement
connexes situés dans le domaine d’Anick. En se basant sur ’agébre de Pontryagin
muni de sa structure de Hopf, nous généralisons certains résultats connus dans le cas
rationnel et donnons plusieurs caractérisations de tels espaces suposés elliptiques et &
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d'un espace et la tour de Postnikov de son rationnalisé, nous obtenons une réalisation
géometrique explicite du moéle pur associé. Celle-ci est homotopiquement équivalente
a celle de D. Sullivan et en plus elle est donnée comme espace total d'une fibration par-
ticuliére. En s’inspirant du cas rationnel, nous associons & tout espace (1-connexe), un
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analogue au précédent.
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